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摘 要

本文在完备凸度量空间中
,

利用集值和单值映象 (次 )相容的一些条件
,

建立了数值广义非扩

张映象存在公共不动点的一个充要条件和一个充分条件
.

我们的结果改进
、

扩充和发展了文〔2、7 ]

中的主要结果
.
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一
、

引 言

S e
朋a 在 〔月 中引入 了度量空间 (X , d )上两个单值映象弱可换的概念

, (X , d ) 上的自

映象对 (T ,
I) 称为弱可换的

,

若对任意x , 夕〔X ,
有

d (T lx , IT x) ( d (T x , Ix)
.

最近 , F is h e r和 S e s s a ‘“’对弱可换映象对 (T , I )推广了 G r e g u s 〔3 ’的一个定理
,
得到了如

下的结果
:

定理 1
.

1 设C是B a n a c h 空间中的非空闭 凸子集
, T 和I是C上的弱可换映象对

,
且对任

意 x , , 〔C有

!}T 劣 一 T 夕}}簇 a {}I x 一I , l!+ (1 一 a )m a x { }IT % 一 Ix {{, }!T , 一 1 9 }】},

其中 。< a < 1
.

若I是线性的
,

非扩张的且T C 三 IC , 则T 和I在C 中存在唯一公共不动点
.

M u k h er jee 和V e r m a“ “
证明了定理 1

.

1中的
“
I是线性的

”

可以用
“
I是仿射的

”

代替
.

最

近
, J u n g c k 仁“’

证明了定理 1
.

1中的(T , I )弱可换可以用相容代替且I非扩张可以用 I连续代

替
.

本文的目的是利用集值和单值映象之间 (次)相容的一些条件进一步改进和推广定理 1
.

1
.

我们在完备的 凸度量空间中建立了集值广义非扩张映象存在公共不动点的一个充要条件和一

个充分条件
.

我们的结果改进
,

扩充和发展了F io h e r 和 S e s s a 「‘’, M u k h e r je e 和 V e r m a 〔‘’,

J u n g e k 〔“’, L i〔
”’, F i sh e r 〔” , G r e g u s 〔“’等中的主要结果

.

.

张石生推荐
.

1 9 8 9年5月 2 2 日第一次收到
.
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二
、

定 义 和 引 理

设 (X ,
山是一个完备度量空间

,
B (X )是X 中所有非空有界子集全体

.

同〔8“ 1 1 〕一样
,

定义函数山 B (X ) x B (X )、〔o , co )如下
:

占(月, B ) = 。u p {d (a
,
b、: a〔A , b〔B } , V A , B 〔B (X ) ,

且简记d ({a }
,
B ) = d (a

,
B ) ,

占({a 卜, {b }) = d (a , b)
.

从定义易知
,
对 V A , B , C〔B (X )有

d仁A , B ) ~ d (B , A )》o , j (月, B )成d (A , C) + d (C , B ) ,

占(A , A 、二 d ia m A , 6又A , B )二 o 幼A 二 B = 通a }
.

定义 2
.

1 (〔8
,

10 D X 中的一个集列 {A
,

卜称为收敛到X 中的一个子集A (简记为A
。

、A ) ,

若满足
:

(i ) 丫 a〔月, X 中存在一个序列{a ,

}使得
a ,

〔A
二

(n = 1 , 2
,

⋯)且 {a
,

}收敛到
a ;

(ii ) V 。> o ,
存在正整数N , 使得

。> N 时
,
有A

o

g A
。 ,

其中且
。

= {、〔X
:
d (二

,

a) < 勺

a 〔A }
.

引理2
.

1(〔8
, 10 」) 设 {A

。

}和{B
。

}是B (X 、中的两个集列
, 若A

。

”A , B
。

”B
,

则 d (A
。 ,

B
”

)、占(A , B )
.

引理2
.

2 (〔10 」) 设 {A
,

}是B (X )中的集列
, g 〔X , 若d (A

” , g )。 0 , 则 {A
,

}在B (X )中

收敛到{, 卜
.

定义 2
.

2 ([ 8
, lo J) 设F

:

X 、 B (X )
, 二〔X

.

若对任意收敛于二的序列伙
。

}都有F 二
。

、F x,

则称F 在点x 连续 ; 若F 在X 中的每一点连续
, 则称F 在X 上连续

.

最近 , J u n g c k “
2 ,用下列方式扩充了自映象对弱可换的概念

:

定义2
.

3 (X , d )上的 自映象对汀
,
功称为相 容的

, 若对满足f二
。

、云, g 二 。

”行 泛X 的

任何序列 {x
,

}都有d (j g x , , g fx 。

)。 0
.

可以看出
: 弱可换是相容的

,
反艺不成立

, 例子可见〔1 2 ]
.

在仁13 」中
,
我们引入了一个

集值映象和一个单值映象相容和次相容的概念
.

定义 2
.

4 设介X o X , F
:

X 、B (X ) ,
若对满足fF‘〔B (X 、, F x 。

、 {时 和 fx
,

* t,

t〔X 的任何序列硬二
,

}都有占(F f翔
, fF ,

。

)
一) 0 ,

则称 (F ,
j) 相容

.

定义 2
.

5 介 X , X 和F
:

X 、 B (X )称为次相容的
, 若 和〔X

:
F t一咬ft }}g 义掩X

:
F jt 二

了F才}
.

注2
.

1 在【13 1中我们已指出
:

(F
,

l) 可换幼(F
,

了)轻微可换
〔
川均(尸

,

了)相容琦 (F
,

j) 次相容
,

但

是反之不成立
.

定义2
.

6( 〔14
, 1 51 ) 映象砰

: X x X x 〔0
, l」* X 称 为 X 上的一个凸结构

,
如果对任意

(x , 夕, 元)〔X x X x 【o
, 1〕和一切

u〔X 都有

d (“ , 附 (x
, , ,
几))《几d (。

, x )+ (1 一凡)d (。
, 刀)

.

具有凸结构的度量空间称为凸度量空间
.

度量空间 (X ,
d) 的一个子集 K 称为凸的

,
如果对

任意 (x
, , ,

幻(K X K x 〔0
,
1」有那林

, g ,

幻〔K
.

本文总是用 (X
,

d
,

附 )表示一个凸度量空间
.

易知 ,

任何线性赋范空间以及它们的 凸子集都 是凸度量空间
.

让少表示一个函数族
,
其中币中的元甲

: 〔。
,

co )”〔o , co 、是右连续的
,
且对任意 公> 0,
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有甲(Zt) < t
.

引理2
.

3 设K 是完备度量空间 (X
,

d) 中的非空闭子集
,
若f: K 、K 和F

:

K , B (K )对

任意
x , , 〔K 满足下列不等式

d (F x , F 夕)镇
a d (fx ,

f夕) + 甲(Zm a x 笼占丈F x ,

fx ) , d (F g ,

f, ) }) (2
.

1 )

其 中0成
a < l , 甲〔中 , 则

( i) F和f在K 中至多有一个不动点
。 ,
且进一步地有F “一 {u h

(ii ) 若对K 中的某一个序列 { x
。

} 有 叔 F x 。 ,

f‘) , o , 则 存 在
“〔K 使 得 F x ,

。佃} ,

fx
,

、“ .

证 ( i ) 设 u ‘二f
u .〔F u ‘ (i二 1 , 2 ) ,

则由不等式 (2
.

1 )可得

d (F u ‘, u ‘)或占(F
。‘, F 。‘)

簇甲(z占(F
“, , u ‘)) ,

由此并注意到甲〔巾可得F u‘= 笼“‘}
.

再利用不等式 (2
.

1) 可得

d (u
土, u :

) = 占(F u , , F u Z

)

镇
a d (f

u ; ,
f
u Z

) + 切(Zm a x {d (F o l ,

f
u ,

), d (F u : ,

f
u : ) })

= ad (u , , u Z

) ,

由此及。镇 a < 1可知 u , = “2 ,
故 ( i )得证

.

(i i) 假设笼x
,

}是K 中满足下式的序列

占(F x 。 ,
fx

,

), 0
.

(2
.

2 )

我们证明 {f
x 。

}是一C a u c h y序列
.

对任意正整数m , 。, 由曰角不等式及 (2
.

1) 式可知

d (fx
. ,

f
x 。

)戒d (f
x 二 , F x 。) + 占(F x 。 , F x ,

) + 占(F x 二 ,
fx

。

)

成 a d (fx
。 ,

fx
,

) + 甲(Zm a x {d (F x 二 ,

fx 。) , 占(F x , ,

fx
。

)})

+ J(f二耐 F x 。 )+ 占(尸劣
。 ,

fx ”

) ,

由上式并注意到 0减 a < 1可得
, 1

。 。 , ,

。
、 . 。 ,

。
a LJx , , J x , )气 i二云Lo LJ x “夕 厂 戈“ ) + 。七尸 X “ , J劣

ft

+ 甲(Zm a x {占(F x 二 ,

f二
. ) , 占(F 二

, ,

fx ,

)})」,

从而由 (2
.

2) 式及卿〔中可知{f
x 。

}是K 中的一个C a u c h y 序列 , 由K 的闭性可知
,
存在

“〔K 使

得{f
x 。

}收敛到
。 ,
进一步地

, 从

6 (F x 。 , 。)或占(F x 。 , fx
。

)+ d (f
x , , 。)

及(2
.

2) 式得到沉 F介 , u) 、 o , 于是由引理 2
.

2 可知集列笼F x 。

}在B (X )中收敛到集 { “ } ,
故

(11)得证
.

三
、

单值与集值映象的公共不动点定理

定理3
.

1 设K 是完备度量空间(X ,
d) 中的非空闭子集

, F
:

K , B (K )和介K o K 满足

不等式 (2
.

1 )
.

如果F 和f满足下列条件之一
:

(H
工

) (F
,

f) 相容且f连续 ,

(H
Z

) (F ,
j) 相容

, F K g fK 且F连续 ,

(H
3

) (F ,
力次相容且f是满映象

,

则F 和f在K 中存在唯一公共不动点。且F “~ {好的充要条件是
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in f{占(F x ,
f
x )

: x 〔K }= 0
.

证 必要性显然
,
为了证充分性

,
令 {x

,

}是泛函创F x ,
f劝在K 中的极小化序列

, 即

d (F x , ,
f
x 。

) , in f {6 (F x ,

f
x )

: x 〔K }二 o ,

于是由引理2
,

3 (“ )可知
,
存在

“〔K 使 {fx
。

圣收敛到
“
且{F x 。

}收敛到 {。圣
.

假设(H
l

)成立
, 则凌f

Z

八}和笼fF
x 。

}分别收敛到ju 和 {ju }
.

因为

占(F f
x , ,

f
u )《占(F fx

二 ,
fF

x 。

)+ 己(fF
x 。 ,

f
u )

且 (F , f )相容 ,
所以拭 F f‘

,
f
。)今 o , 从而由引理 2

.

2 可知{F f
x 二

}收敛到诬f
“ } ,

利用不等

式 (2
.

1) 可得

占(F f
x 。 , F 二。、成

a d (f
, x 二 ,

f
x 。

) + 切(Zm a x {己(F f
x 。 ,

f
Zx 。

) , d (F x , ,

f
x 。

)}) ,

于上式令
。。 co ,

并由引理 2
.

1可得ju ~ “ .

再利用不等式 、2
.

1) 得

占(F x 。 , F 。)成 ad (f
x 二 ,

f
。)+ 切(Zm a X 笼乃(F x : ,

f
x ,

) , d (F u ,

f
u )}) ,

令
n o co 由引理 2

.

1可得

d (: , F u )( 甲(Zd (F
u , u ) ),

从而 由甲(中 可知F “二 {u },
故 由引理 2

.

3 ( i) 可知
“是F 和 f在K 中的唯一公共不动点且F 。 -

{“}
.

假设 (H
Z

)成立
, 则{F f

x 。

}收敛到F u .

任取 u 。
〔F x , , , 一 1 , 2 ,

,

二 , 则由d (u
。 , u )戒d (F x 。 ,

的及F连续可得笼F
u 。

}收敛到F o .

利用不等式 (2
.

1) 可知

6 (F 。 。 , F x 。

)镇
a d (f

u : ,
f

x 二

) + 切(Zm a X 诬占(F u 。 ,

f
u ,

) , 乙(F x : ,

f
x 。

)})

成
a 〔d (jF x 。 , F fx

。

) + d (F f
x 。 ,

f
x 。

)」

+ 甲(Zm a x 魂d (F : , , F j
x ,

)+ d (F f
x 。 ,

fF
x , , d (F x 。 ,

f
x 。

)}) ,

令
。、Qo ,

由引理 2
.

飞和 (2
.

2) 式
,
并注意到甲〔巾且(F ,

力相容可知

6 (F u , “)镇
a d (F :‘, 。 ) + 甲(Zd (F u , u )) (3

.

2 )

再利用不等式(2
.

1) 可知

占(F u , , F u 。

)《切(Zd (F u , , f u 。

))

《切(Zd (F u , , F f
x 。

)+ Z j(F f
x , , fF x ,

)),

今 n o co , 由(F ,
j) 的相容性及引理 2

.

1可推出

j(F u , F u )书甲(Zd (F u , u )) ,

由此可知叔F “ , F u) 二 0 ,
故由(3

.

1) 式可推出F “ ~ {时
.

又因为F K 三fK
,
所以存在田〔K 使

f。一
u
且由不等式 仁2

.

1) 可得

占(F x , , F 、)镇 a d (fx
。 ,

f切 ) + 切(Zm a x 王乙交F x 。 ,

f
x ,

) , d (F 切 ,

f功 ) }、
,

令
n 、 co 由(2

.

2) 式可知

占(u , F 山 )戒甲(Zd (F 。 , u ) ),

由 此 可 知 F 田 = 凌时
.

因 为 (F ,
l) 相 容 ,

所 以 笼时 一 F 。一 F f。 ~ 了F 。二 魂f时
,
故由引理

2
.

吕〔约可知、是F 和f在K 中的唯一公共不动点
.

最后假设 (H 3 )成立
, 则存在

v 〔K 使得加 一 。, 由不等式 (2
.

1) 知

占(F 。, F x 。
)戒

a d (f
v ,

f
x 。

) + 沪(Zm a x 笼d (F v ,

f
。) , d (F x 。 ,

f
x 。

)}) ,

令
n 、 co 由引理 2

.

1可得

d (F 。 , u )成甲(Zj仁F
。, u ))

由此可知F 。 = 扭},
从而由(F ,

j) 次相容可知 F “一 F f
。 ~ fF

。 ~ 凌了
。}

.

再由不等式(2
.

1、可

知
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占〔F u , F x 。、簇a d (f
。,

f
x :

、+ 甲气Zm a x {占(F u ,

f
u、, 占(F x , ,

f
x ,

、})

令
。* co 由引理 2

.

1可得

d (f。, u )成占(F u , u )簇 a d (f
u 夕 u ) ,

由此可知fu 二 。,

故 由引理 2
.

3 (i )可知
。是F 和f在K 中的唯一公共不动点

.

证毕
.

推论3
.

1 设K 是完备度量空间〔X
,
由 中的非空闭子集

, F
:

K 、B 仁K 、,
介K 、K 且对

任意
x , 刀〔K 有

占(F x ,
F 刀、成 a d (f

x ,
j夕) + Z bm a x {d 七F x ,

f
x ) , j(F , ,

f夕)卜
,

其 中O或
a < 1 , 0簇2b < 1

.

如果F 和f满足定理 3
.

1中的条件(H
,

)、 (H
3

)之一
,
则F 和f在K 中

有唯一公共不动点
u
且 F u 一诬时的充要条件是

in f {6 (F x ,

f
x )

: x 〔K } = 0
.

证 令 卯(t ) 二bt ,
掩〔0

, oo ) , 则切〔巾 , 故由定理 3
.

1可知推论3
.

1的结论成立
,

定理 3
.

2 设 K 是完备凸度量空间(X
,

d
, 叨 )中的非空闭子集

, F : K 、B (K ) ,
户K 、K

且对任意 x , 召〔K 有

6 (F x , F 夕)镇
a d (f

x ,
f, )+ (1 一 a )m a x {d (F x ,

f
x ) , d (F , ,

f , ) } (3
.

2 )

其中。<
a < 1

.

如果fK 是K 的一个凸子集
夕 F K 里 fK 且F 和f满足定理 3

.

1 中的条件 (H
,

)、

(H
3
、之一

,

则F 和f在 K 中存在唯一的公共不动点
。
且F u 二 笼好

.

证 任取
、。二 x 〔K , 由F K g fK 可知

,

存在
x , , x Z ,

介〔K 使得

f
x 、
〔F x ,

f
x :
〔F x , , f x 3〔F x 2 .

对于i二 l , 2 , 3 ,
利用不等式 哆

.

2) 可知

占仁F x ‘,
j
x ‘)成d (F x ‘, F x ‘一 ,

、

戒
a d (fx

‘,
f
x ‘一 :

) + (1 一 a ) m a x {占(F x , ,

f
x ‘

) , d (F x , _ , ,

j
x ‘_ 二

) }

气 a 占tF x ‘一 : ,
f
x ‘一 1

)+ (1 一 a )m a x {d (F x ‘,

fx
‘) , 占(F x ‘_ , ,

fx
‘_ ‘

)},

由此可知

d (F x ‘,

f
x ‘、戒 6 (F x ‘_ : ,

f
x ‘一 ,

)
,

故对于i二 1 , 2 , 3有

占(F x , ,

f
x ‘)戒占(F x ,

f
x ) (3

.

3 )

令

一砰(‘一 ‘

一合)
,

则 z 〔K ,
从而由fK 凸可知

,
存在功〔K 使得

jw一
珍

(jn
,

fxs
,

吞
一

)
二班

(Fx
‘夕

Fx
Z

砖 )
.

由凸结构的定义及(3
.

2) 和哆
.

3、式可知

, 。

了
, , , ,

l 。 。 1 \\

a 仁J x l , J叨 ’冬
; O
气Jx

‘, 坪 气厂 x ‘, 厂 义“, 2 ))
, 1

, 。 , ,

气万 L口(Jx
a ,

乙

了尹义
‘

) + d (fx , , F x :
、〕

_ 1
, 。 , ,

气下 LO tjx ,

乙

F x ) + d (于飞r夕 F x : )〕
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、合
〔“、, x , F x ) + 。d (jx

,
, 、) + (‘一) m a x {‘(F x ,

jx )
, ‘(F x : ,

,xz ) }〕

、
乡
〔“(F x ,

f
x ) + 。“(,

x ,
, x l

) + 。“。,
x l ,

, x : ) + 以 一 a 、“(F x ,
z x )〕

、2
一

护
“(F x ,

, x ) 、3
.

4 )

“(‘一 ‘切 , 一“

(
‘一 砰

(
‘一 , 一

,

省
一

))

、音
“(f

二 2 , fx
3

)

、
音
“(F x ,

jx 、 (3
.

5 )

从而由t3
.

4 )和 (3
.

5 )式以及不等式 (3
.

2 )可得

“(F 。 ,
‘W , 成“

(
F W ,

砰(
F一 F一 言))

、
;
〔。(F w , F X ;

)+ 。(尸切 , 。x Z

)」

簇誉〔
“(f , ,

f
x l

) + “(f田
,
f
x Z
”〕+ 、‘一 a )m a x ‘“(F 阴

,

fw ) , “(F x ,

fx ) }

、
“(
梦
住,

一

d (F X ,
r

X )+ (1一)m a x 、“、F 。
,

r? ) , “、F x ,

了
X ) ,

由此可推出

占(F 功 ,
f田)镇a 占(F x ,

fx 、
,

其中 “ 一些丁兰 < 1
.

因为

‘n f‘占(F一‘
·)

: ·〔K ‘簇‘n f

{
占(F 功

,

‘田,
:

‘叨 一砰 (, X : ,
, X 3 ,

; )}
成ai n f{ d (F x ,

fx)
: x 〔K },

所以

in f {占(F x ,

f
x )

: x 〔K }二 o ,

故由推论 3
.

1可知定理 3
.

2的结论成立
.

证毕
.

注 3
.

1 定理3
.

2改进
,

扩充和发展了ts」中的定理 2
.

1
,

tZ」中的定理2和t们中的定理 3
.

推论3
.

2 设K 是完备凸度量空间(X , d ,
牙、中的非空闭子集

, K 上的单值自映象对 T

和I满足T K g IK , IK 是K 的凸子集
, 且对任意 x , , 〔K 有

d (T x , T 夕)成
ad (I x , I夕) + Zb m a x {d (T x ,

Ix ) , d (T y ,
I刀) }

+ c [d (T 夕, I x )+ d (T x , I夕) ] ,

其中
a》。, b) 。, 。> 。是满足下列条件之一的常数

:

又i ) 0 < a < 1 , a + Zb《 1 , e 一 0 ,



完备凸度量空间中(次)相容和集值广义非扩张映象的公共不动点定理

(11) be 笋 。, a + Zb + Ze
成1二

如果T 和I满足下列条件之一
:

(G
,
、 (T ,

I) 相容且 I连续
;

(G
Z
、 (T , 户相容且 T连 续

;

(G
3

) (T ,
I) 次相容且I是K 上的满映象

,

则 T 和I在K 中存在唯一的公共不动点
.

证 假设条件( i) 成立
,

则由定理3
.

2可知结论成立
.

假设条件J i) 成立
,
则类似〔1创中

定理 1的证明可证结论成立
.

这里我们略去证明的细节
.

注3
.

2 推论 3
.

2改进
,

扩充和统一了〔161 中的定理 1和定理3及【61 中定理1和定理 2
.

顺便指出
:

当
c 并 0

时
.

f6 1中定理 2的映象T 不是广义非扩张的
,

而是拟一压缩映象(见〔17 1)
.

致谢 张石生教授和周家云教授审查了本文
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并提出了许多有价值的修改意见

,
作者在
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