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摘 要

本文利用 M e l‘n 浅。‘ 方法积数值模拟对含二次非线性项的受 迫 振动系 统么 十否幻 + 。孟x1 一

万弓 , 了“Os 。 : 的分叉与浑沌进行了研究
。

关幼闷 非线性振动 数值模拟 Mel
,

川kov 方法 浑沌运动

一
、

引 言

动力系统从分叉走向浑沌的道路已受到广泛的关注
,

这方面的工作详见文口“4」
.

现在人

们已把浑沌运动看成是非线性振动理论研究对象的 自然延伸
.

只不过
, 浑沌问题本身具有非

常复杂的性质
.

为了揭示这种奇怪运动的全部特性
,
我们用现有的理论和电子计算机模拟对

一些简单的模型进行深入的研究也许是有意义的
.

在物理
、

力学
、

电学
、

声学
、

化学
、

生物及其它领域中存在大量的振动现象
.

本文只讨

论外周期力作用下含二次非线性项恢复力的振子
.

其控制微分方程为
:

: , + 石分
;
+ 。 ;二

工一刀x 全= 了e o 。。 : 以
.

1 )

其中 万为阻尼
,

叽为刀= 0时系统的固有频率
,

刀为平方项非线性恢复力的系数, 子为单位

质量所受的外力的振幅
, 。为外周期力频率

.

作为导出方程 (1
.

1 )的物理实外 见M in or o k y t s ,

讨论过的受弹簧约束带电导线运动的

例子
,
文〔6] 用数值积分和二维迭代对方程(1. 1) 作过研究

,

本文则用计算机模拟和M el
尹

ni
-

k o v方法
‘, ’
研究7 方程 (1

.

1 )
.

二
、

同宿圈分叉与浑沌阀值

为了减小讨论时所需的参数
,
应使方程 (1. 1) 无量纲化

,

引入变换t一 口
。r , 方程(1

,

l) 变

为
:
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d
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十 O一
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a 了

+ 戈一 x Z
= fe o sQ t (2
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2 )

在本文假设

6二。
几 f ~ 。

f
,

换言之
,
我们讨论形如 ( 2 2 )的方程对应的方程组

豁
,

、

!
窦一

+

xz+
。 (一。

佘
+

fco 姗 ,
!

当 e ~ 0 时, 系统 (2
.

3 )
, 二 。

有中心型奇点

O (o , o )
.

和一个双曲鞍点 p (1 , 0 ),
见图1 ,

其哈密顿函数为
:

1
。

1
。

1
。 ,

飞
H = 一云

一

双2
+

一一

夭一戈
“一 一去

~ 一
x “

(2
.

4 )
2 口

‘

2 ” 3
一’ 、 -

一
,

由(2
.

4 )式不难知道哈密顿量H ~ 1 /6 对应 同宿

轨道厂
.

从Q”(0) = (一 丫2 , 0) 出发的未扰动同

宿轨道由下式给出
:

厂
: 。。(‘卜 (, 。

(, )
, , 。(, )卜 (,

一;
一

s e o h Z 一

;
:

一乡
‘e“h

’

落一
‘a n h

(2
.

5 )

在这一同宿环内部存在一个单参数周期轨道族
,
其轨道可 写为

:

b“n ,

(
. , 舌I J、

一人 、‘ ,
—
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—
一一

-

C ll Z
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d 。
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1 入

a 之
一

牙c o s 仃, 。二
1
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, 。

二
_ _ 。

恋+ c o 吕L口+ 1 乙U
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a r e e o 。( 1 一 1 2。) , e 一
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+ 2 4。。 )
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2 = b一 e

a 一 C

叨, c n 和 d n 为J a。。bi 椭圆函数, 舜为椭圆模
,

‘

这些轨道的周期为
:
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几一

之吉
·

4K (“,
(2

.

8 )

其中
,
K (k) 为第一类完全椭圆积分

.

对(2
.

3) 式所确定的系统
,
我们感兴趣的是同宿圈的分叉

, 其Mel
尹

ni k o v 函数为
:

M (‘
。

卜{丁
. , 。

(‘)卜句
。
(‘)+ fc o s。“+ ‘。, 〕d ‘

6
。

‘ O一
匕

6二fg
“

s in h 汀 9

(2
.

9 )
8 111 9

据此得其浑沌阀值为
:

R 。(。)一签
-

LI

s i n h兀Q

5兀 9 2 (2
.

10 )

从上图中
,
可以看出 R (9 ) 为一反对称函

数
, 根据M e l

产n ik o v 定理
,

们得到如下两个结论
:

对系统 (2
.

3) ,
我

结论 1 当9 < 。时
,
j

, 占同号,
一

系统才会

出现同宿圈分叉
,
进而存在S m al e意 义 下的

浑沌
。

结论2 当。> 。时
,

f
, d异号,

系统才会出现同宿圈分叉
,
进而存在 S m al e意义下的浑

三
、

数值模拟

由于浑沌运动与其他定常运动相比
,
有其独特的数字特征

〔吕’,
这些数字特征对于了解浑

沌运动的规律性是十分重要的
, 它们可以作为一个定常运动是否浑沌的判断标准

.

因此 ,
为

了证明浑沌运动的存在
, 我们需要利用 电子计算机对系统 (2

.

3) 进行数值模拟
.

为此
,
我们将

采用 ( 1 )P oi n c a r 6 截面
, ( 2 )功率谱分析

, ( 3
.

)相平面图以及 运动轨道的直接观察等来作

出判断
.

在本文中
,
我们 固定激励的频率9 ,

讨论阻尼 d和幅值f变化时
, 系 统 (2

.

3) 的 响 应
,
在

文〔6〕的基础上 ,
我们着重研究9 = 一 1

.

7和 Q 一 一 1
.

9的情况
.

1
.

当O , 一注
.

7时 了

在数值研究中
,
我们发现 9 二 一 1

.

7时
, 阻尼过小

,
会引起系统过早地发散而得 不 到 浑

沌解‘
,

从能量的观点来着
, 就是耗散作用不足以阻止系统越过势能的高峰

,

这仄图 1 就可以

看出只要稍偏离尸点
, 系统就将给出发散解

.

取不同的阻尼布 系统的反应情况如下
:

‘

( 1 ) 占二。
.

15 时
,

f = 0
.

45 为周期 1 解
,

f = 。
.

46 解发散
.

在这组参数下很难观察到浑

沌 现象
.

( 2 ) 占= 0
.

2时
,

f = 。
.

拐 为周期 1
.

解
,

f ~ o 一二99 为周期 4 解
,

f= 。
.

5 06 为周期 8 解
.

显然
, 当。~ 一 1

.

7
、

d 二。
.

2时
, 随着 f 的增大

,
系统出现倍周期分叉

,
见图3

.

值得指出的

是
,
在这组参数下

,
我们反复搜索

,
均未找到周期 2 解

.

这与文 [6 〕的结果基本是一致的
.

当

f一 0
.

51 2 时
,
系统出现了奇怪吸引子

,
见图 4 (b )

.

这个吸引子恰象一只张开了的有点歪 型

的嘴巴
.

图 4 (a) 为一扭转了的很粗的环
.

图 4 (c )为平均功率普 它有三个明显的 单 峰 和一

小段连续谱
.

从非线性振动理论中
夕
我们知道它决非概周期解

.

因为概周期解的功率谱为相
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(a )

(e )

r
。)

(f)

. 3

(a )
,

(c )
,

(e ) 相平面
;

(b )
,

(d )
,

(f) P o in e a r德截面
,

Q“ 一 1
.

7
,

占二 0
.

2 ,

f分别为0
.

4 8
.

0
.

4 0 9
,

0
.

50 6

当密集的离散谱线
.

图4 (d )为时间历程
.

当f) 。
.

51 5时
,
系统重新回到周期 1 的轨道

.

( 3 ) 占二。
.

3数值研究结果见表 1

衰 1

相平面上的圈数 P o in e ar 己截面点数

,占2

4d丹
�

,山,翻40丹0、0
.

618

0 6 628 ~ 0
.

69 9

0
.

7 0~ 0
.

7 27

0
.

7 2 9”

0
.

7 9“0
.

802 奇怪吸引子

解 发 散0
.

803 ! 解 友 散 1
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占二 0
.

2
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f二 0
.

5 12

(a ) 相平面 (b ) Po in e a r己截面 (e ) 功率谱 (d ) 时间厉程

图 5 给出该参数下典型的倍分叉的情况
.

图6 (a) 为相平面图
,
其形状好象一 折 迭 的丝

束
,
中间疏密不同

.

从图上可以清楚的看到轨线最后的走向
,
换言之厂相轨线永不封闭

.

图

6(b )为P oi n c a r。截面
,
这是一个奇怪吸引子

,
其上部象一只张开嘴的鹰的头部

,
下部为错

位了的鹰的身躯
.

图6(c )为平均功率谱图
,
尽管在计算中

, 过渡时间我们用了 2 00 单 位
,
计

算时间花了近一小时
,
但是

, 除了三个单峰外
,
仍然可见有十段连续谱出现二捆 6 (d) 为 时

间历程
,
它显得杂乱无章

夕
毫无规律可言

.

一般说来
,
综合这四种图形

,
加上这组参数落在

图 2 的区域 I中
,
我们便认为这是一个浑沌解

.

需要指出的是在浑沌区f 〔(0
.

79 , 0
.

8 0 2) 过

后
,
系统不是回到周期轨道

,

而是直接发散
.

3
.

当Q = 一 1
.

9时

由于阻尼占太小
,
系统过早发散而很难观察到浑沌现象

.

在此情况下
,
我们仅 取 。= 。

.

3

进行研究
,
数值研究结果见表 2

.

图 7 给出了随着f的增大
,
系统出现了偶阶次次谐分叉的情况

.

当了二 1
.

80 时
,
系 统 开

始出现奇怪吸引子
.

图 8 给出了f 二 1
.

85 时的一个浑沌解
,
其P oi n c a r ‘截面恰象一片树叶

.

它说明了浑沌运动既复杂又非常有趣这个事实
.

当f二 1
.

89 时
,
系统开始出现倒分 叉

,
图 9

给出了倒分叉的典型情况
.
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认认{{{叭人
___

‘

ttt
飞飞圈认 III, 、

」」

图 6

(a ) 相平面
,

(b ) P o in e a r 亡截面
,

(
e
) 功率谱

,

(d ) 时间历程 Q = 一 1
.

7
,

a二 0
.

3
,

f二 0
’

7 9

衰 2

f

0~ 0
.

7 39

0
.

7 4‘1
.

32 3

1
.

3助叫感;43 1

1
.

4 3 2、1
、

44 7

1
.

448 “1
.

484

相平面上圈数

1

2

4

6

8

Po in e ar 亡截面点数

1
.

80、1
.

8 7

1
.

8 9 ~

奇怪吸引子

倒分
一叉

四
、

结 论

在本文里
,
我们用M ei

尹

ni k o v方法和数值模拟详细研究了 9 ~ 一 1
.

7 和 Q = 一 1
.

9 的情

况 ,
根据Mel

’

ni k o v 条件
,
我们知道浑沌运动只能发生在图2中的区域 I和 1

.

从大量的数

值模拟和综合分析中
,
我们

确

对动力系统 (2
.

3) 可得出如下结论
:
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《f乡

( 它 ‘白,

( a )
、

( b )
、

( e )
、

Q二 一 1
.

9
,

圈 7

( d ) 相平面
,

( e )
、

( f)
、

占二 0
.

3
, f分别为0

.

5
、

( g )
、

(五) P o i n c a r‘ 截面
1

.

311
, 1

.

436
,

1
.

436
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(e )
(d )

二(a ) 相平面
,

(b ) Po in e a r ‘截面
,

(e ) 功举谱
,

(d )时间历程 O 二 一 1 占。 0
.

3
,

f= 1
.

8 5

(a ) (‘)

圈
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(a )
‘

之b)
‘

(b )
.

(e )

Q二 一 1
.

孰

日 8
,

(d ) 相平面
,

(e )
,

(f)

己二 0
.

3
,

了分别为2
.

0 16
,

(g )
,

(h ) Po in o a r‘截面
2

.

0 5 1
,

2
.

2合
.

2扁5 1

方程 (2
.

3) 对于 固定的频率口
, 阻尼d太小

,

解将过早发散而很难观察到浑沌现象
.

对于不

同的9 ,
系统导入浑沌的道路不一样

,
有倍分叉的

,
有偶阶次次谐分叉的

.

当系统越过浑 沌

区后 , 系统有重新回封周期 1 解的
,
有直接发散的

,
有出现倒分叉的

.

这三种情况都取决于

阻尼和频率的取值
.

在各组参数下
,
奇怪吸引子有着很大的区别

, 但都显示了 各 自 的 规律

性
, 其形状既有趣

, 又复杂
.

若频率 9 不变
,
增大阻尼d能减轻发散困难观察到更为 丰 富 的
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浑沌现象
.

实际出现浑沌的 f 值要 比 f , = 一
S in h 兀Q

5汀Q
Z 句 大 得多

,
例 如 Q = 一 1

.

9 , 占二

0
.

3时
,
f , 二 卜。3 4 6 ,

而实际出现浑沌的f) 1
.

8
.

由于数值工作非常之大
,
对图 2 中的区域 I ,

我们将结合共振曲线另文讨论
.
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