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摘 要

由直线爆炸所形成的柱面波
,

文献 [ 1 〕得到了数值解
.

本文对于绝热指数 下 = C杯c
。

较 大的

情形
,

取。= l/ y ’

为小参数
,

用伸缩坐标法得到了问题的一级近似分析解
.

算例(, 二 3) 表明 近似

解与准确解 (数值解 ) 十分符合
。

关. 词 爆轰波 奇异摄动法 绝热指数

一
、

问题的提法

设初始压力及密度分别为 尸
。
= 0 (即不计反压 ) 及 p 。二 c o n st

,
运动是等嫡的

.

兹研究

与对称轴垂直的平面上的问题
,
在这平面上引极坐标

: 及卿 原点为此平面与对称轴的交点
.

状态方程为 尸二 A川

式中尸
-

—压力
, p

-

—密度
, A

—
任意常数

.

已知音速C 卜 即可按下式决定尸 及 p

。一

(
一

芳)
“ ‘’

一 ‘’, p 一 ,

脚
’“ ’一 ‘’

(1
.

1 )

在波阵面上的函数应满足

p ,
D = p Z

(D 一 u Z

) , 户: D
Z
= 户2

(D 一 u Z

)
2 + P

Z , D = “2 + C (1
.

2 )

式中 D

—
爆轰波的传播速度, “

—
爆轰产物的速度

,
标号

“ 1 ”

表示波前的参量
,
标号

“
2
”

表示波后的参量
.

运动是自型的
,
故所有流体动力学量均是互= , /t 的函数

.

将气体动力学方程中的变量改

为 右后得
〔‘’

(g一 “)“

—
牙亏万

—
- l

七
“ d 雪

1迎
一

」 d 睿

“ , ‘ 、

d “

= 下
~

, L‘一 “少- 了下厂 =
5 “ 5

ZC d C

护一 l d 亡
(1

.

3 )

由式 (1
.

2) 得在爆轰波上的条件为

雪= D = (1 + 夕)R , u = R , C = 护R

这里 R = {A犷
, 〔(i + , )p l〕, 一 , }

‘, 2

引入变量变换
“= R u朴 , 亡= R 雪

爷 , C = R C肠

式 (1
.

4 )便变为 沪 = 1 , 雪朴 = , + 1 , C赞 = ,

而式 (1
.

3) 的形式不变
.

故问题归结为求式 (1
.

3) 及 (1
.

6) 的解
.

以下
,
我们略去标号

“ . ” .

钱伟长推荐
.

4 1 5

(1
.

4 )

(1
.

5 )

(1
.

6、
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二
、

一级近似解

我们发现
,
在波阵面上

, 即 。 = 1, 亡二 , + 1及C = , 时 , 由式 (1
.

3) 得d “/ d 亡= oo 及d C / d亡

二 oo , 即在波阵面附近
, “ 及 C均随 亡激烈变化

, 因此夕
我们把自变量放大

, 以描述这种剧

烈的变化
, 即令 亡= (, + 1) 一 e x

,

(2
.

1)

式中 二 为新的 自变量
, ￡
为小参数

,
则有

d u l d “ d C

d 断= 一「
一

己厉
, 一

d 亡二

1 d C

。 d %

令

并设

“ = 1 + 。u l + e Zu Z
+

x = 0时
, u ,

= : 2
“

, C = 夕+ e C
t + 。Z

C
: + ⋯

= o ,

C r = C
Z = 一 == o

(2
.

2 )

(2
.

3 )

(2
.

4 )

将式(2
.

1 )、 (2
.

4 )代入式 (1
.

3 ) ,
略去O (。

2

) ,
我们得

{
l
丫2一 2 己, x 一 2￡v u z

一不
,

千2云于亡
: -

月

飞l d “ ,

、
一 上 11 一

- 石
‘

I二
」、 d 戈 /

1 + ￡u l

护十 1一
￡戈

(2
.

5 )

、

d “
:

2
,

。
、

d C
.

L丫一 “x 一 巴“‘少
丽 = 不二 r Lv十 “七 ’少刁又

设 y》 1 , 令
。二 1/ 讨

根据 夕甚大这一特点, 我们将进一步简化式 (2
.

5) 及(2
.

6 )
.

2 (戈 + “ ; + C
,

) d “
, 。一 , + “ ;

一 (2
.

6 )

(2
.

7 )

将式(2
.

7) 代入式 (2
.

5) 得

一 ] 十 2。而呱一
’

刁王
一

=
一 :

_

几
石 2

几
” 2 ,

略去O (: s , 2

)得 2恤 + “ ,
+ C

,

)(d 。
,

/ d x ) = (1 + 。u ,

)/ (。 + : 3‘2

) (2
.

8 )

将式(2
.

7 )代入式 (2
.

6 )得

(。
一 ‘, 么一ex 一 。。; )d “, / d 戈 =

2
, _ . , , .

二下 二‘-

下
一 (e

二 ‘ “

十
召

‘ ’ “

一 1

‘l)

瓮 ,

即

、

(‘

一
Zx -

一
)

一

佘
- 1

写
。

一

(1 +
一e

l

)、e
:

/ 、X

略去。(: 3 , 2

)得
一

豁
2 ￡11 2

]
_

一 己1/ 2

.

过q
d 戈

(2
.

9 )

由式(2
.

7) 及 (2
.

9) 得
u , =

2

下一 1
C l + 左

式中寿为积分常数
.

由式(2
.

4) 有C
,
= o时

, “;
= o故 k = 0 ,

而有

2 ~
U .

- 一
~ -
丁

~

七
.

护一 1
(2

.

1 0 )

将式(2
.

10 )代入式 (2
.

8 )得

2

(
二 + 夕+ 1

2

、d “
l

“ 1 口
一
奋下一 -一

/ a X

讨十 , ul

丫十 1

奴叙//
/

即 。 / d “
;
、

x = 厂 l “- - 一二 一,
一

I =
、

一

a X /

, 3 + 下u ,

2 (护+ ! )

夕
-
一

1
(2

.

1 1 )

故问题归结为求解式(2
.

1 0) 及 (2
.

1 1)
, 边界条件 由式 (2

.

4) 为

x = 0 时
, : ,

= C ; 二 o

令 尸 = d “‘

/ d 二

将式 (2
.

1 1) 两边对 x 求导
, 并利用

(2
.

12 )
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d
Z“:

d x Z
尸止

d尸

d “!

” (
尸

资
一

1)a 咐
尸

(
一

今冲
一 “

下

2 (甘十 几)

v 十 I D
,

1 二
.

讨十 , 。 , J D _
八

一
一

叹
-

一一 J 一 1 . U “ 1

— 斤 , -

一爪 万 于万
~

U J

—
.

乙 」 乙仁丫十 ,
.

夕厂

积分得 (, 3 + v一 )(y

一
卫丝土黔丝

、
,

式中k :
为积分常数

,
由上式求得 尸 后代入式(2

.

1 ]) 得

卫3 + , u ,

〔(, 3 + 下。, )(护十 2 )l y一 k
l

(? + l )
“

〕

幻, 千巧
~ - - -

-

- -

一(夕千承
,

护十 〕
(2

.

1 3 )

由边界条件 (2
.

4
碍 k

;
一

苦羚
由式 (2

.

1 ) , (2
.

1 3 )及 (2
.

1 4 )得

(2
.

] 4、

亡= (夕+ 1 )一
(丫+ 1 ) (夕

3 + v“; )

2 (护+ 2 )
, 一 “(v十 2 ’产, 一 2 [ y

+ , 。:

)(, · 2 )·, 一 , 3 。, · 2 ) , ,

: +

叨
一 “,

‘犷

(2
.

1 5 )

最后得 当 , 》 1时
,
式 (〕一 3) 及以

.

6) 的一级近似解为

y + 二主
犷

1
= 丫十 一丁2

犷

(2
.

16 )、 (2
.

1 7 )一

一�9�下一

一一C.产
ul
�

尹+1
一一材

式中
“ ,

(幼由式 ( 2
.

1 5) 决定
.

三
、

算 例 (Y == 3)

工程中的炮轰问题
,
常有v “ 3

.

将护= 3代入式 ( 2
.

1 5 ) , ( 2
.

1 6) 及 ( 2
.

1 7) 得

雪= 4 一 ]
_

.

8 2 9 x ]刀
一 ‘

( 2 7 + 3u ,

) x 〔( 2 7 + 3 “,

) ‘
· 8 6 6 7 一 2 4 3〕+ Zu , / 9 ( 3

.

1 )

u = 1 + u , / 9 , C = 3 + “ ;
/ 9 ( 3

.

2 )一 ( 3
.

3 )

为了检验式丈3
.

1 )、 ( 3
.

3 )的准确程威 我们需要对方程 组( 1
.

3 )及 ( 1
.

6 )进 行数值积分
.

这个工作已由B a H H 、y : 〔‘’
在 电子计算机 3 B M 上完成

,
但未公布结果

.

为此
,
我们不得不重

复这一工作
.

第二段已经提到
,
在波阵面上

, 由式 ( 1
.

3 )有 d “/d 亡= co 及 d C /d 乙= co , 即出现奇性
,

求式 ( 1
.

3) 及 ( 1
.

6) 的数值解时会遇到 困难
.

因此 , 我们不用
“ = 1 , C 一 3及 雪二 4 作为数值计算的初值

,
而是按照文献 [ 1 〕提 出的适

用于爆轰波面附近的公式

雪= (v + 1 ) 一 (v + 1 )
“

( u 一 1 )
2
/ ( 2 , )

,
C 二 v + ( , 一 1 ) ( u 一 1

一

) / 2 ( 3
.

4 ) ~ ( 3
.

5 )

选择一个稍许偏离奇点的初值
, 即选取

雪= 3
.

9 9 9 , “= 0
.

9 8 0 6 3 5 , C = 2
.

9 8 0 6 3 5 ( 3
.

6 )

作为对式 (从 3) 求数值解时的初值
.

选取 ? = ; , 式 ( 1
.

3) 及 ( 3
.

6) 的数值解和本文的一级近 似解
, 式 ( 3

.

1) 、 ( 3
.

3) 的 比 较见

图 ] 及图 2
.

图中实曲线表示数值解
;
虚线表示本文一级近似解

.

由图 1 及图 2 可见
,
数值

解 (准确解 ) 与本文近似解十分符合
, C值 较

。 值且符合得更好些
.
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必须指出
,
本文为一级近似解

,
故对于过份远离爆轰波面的 区 域

,
例如

, 亡戒2 时
, 式

(3
.

1) 、 (3
.

3) 不能适用
.

事实上
,
由式 (3

.

1) 及 (3
.

2) 知
, 当乙= 2时

, “二 0
.

但实际上
,
由于

不计反压
, 式(1. 3) 本身也是不适用于过份远离爆轰波的区域的

.

本文数值计算由唐献良及李国才同志在 T Q一 16 电子计算机上完 成 (稍 后
,
作 者 又在

A c o 。一 77 一 4 00 电子计算机上作过核算) ,
作者深表谢意

.
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