
应用数学和力学
,

第 14 卷第 4 期 (1 9 9 3 年 4 月) 应用数学和力学编委会编
A p p lie d M a the m a t ie s a n d M e e h a n ie s 重 庆 出 版 社 出 版

正交铺设层合圆柱曲板的蠕变失稳

王颖坚

(北京大学力学系)

(郭仲衡推荐
,

王震鸣

(北京 中国科学院力学所 )

1 9 9 2年1月 2 日收到)

摘 要

本文研究了正交铺设对称层合圆柱曲板的蠕变失稳问题
,

通过理论 分析
,

得到了确定蠕变失

稳临界载荷的方法
.

关钻词 正交铺设 层合曲板 蠕变失稳

一
、

引 言

在航空航天工程中
,

复合材料结构经常在湿热环 境中承载
.

探讨蠕变对复合材料结构稳

定性的影响
,
是工程中的一个重要课题

.

对复合材料结构环境效应的研究
, 已引起普遍重视

.

各向同性材料结构的蠕变失稳问题
, 已有较好的研究成果

.

H O ff
〔‘’研究 了 各向同性矩

形薄板在单轴压力下的蠕变失稳
.

B ot ro s 和 B ie n ie k
〔z ’
详细评述了各向同性材料结 构的蠕

变失稳研究现状
,
并用有限单元法对柱

、

扁拱
、

板和壳进行了蠕变失稳分析
.

关于复合材料结构的蠕变失稳研究
, 已有的工作较少

.

本文研究以聚合物为基体的纤维增强复合材料正交铺设对称层合圆柱曲板的蠕变失稳问

题
.

取层合曲板的中面为为丸面 (图均 , 板厚为 h, 主 曲率 半 径 R , = co , R
Z
= R

.

主 曲率

k ; = 0 , k : = 1 / R
.

我们研究四边简支层合圆柱曲板在二 ;

方向的轴向压力 p 作用下的蠕变另稳 (图2) , p为

作用于 二 , = c o n 就
.

端面处单位宽度上的压力
. 一

圈 1 正交铺设对称层合圆柱曲板 圈2 轴压作用下的日柱曲板
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本文采用薄壳小挠度弯曲理论
.

本文通过理论分析
,
得到了确定正交铺设对称层合圆柱曲板在单轴压力下蠕变失稳临界

载荷的方法
.

二
、

复合材料单向层片的本构关系

复合材料层合板壳是由复合材料单向层片迭加粘接而成的
.

单向层片的蠕变特性
,
是纤

维增强复合材料非线性性能的一个重要方面
,
是研究复合材料层合板壳在高温湿热条件下工

作的基础
.

M or g a n 等
〔“’指出 , 硼 /环氧

、

石墨 /环氧等正交铺设的纤维增强复合材料单层 片
, 沿纤

维方向表现出线性应力应变关系
,
在垂直于纤维方向有轻微的非线性

.

在剪切变形中表现出

较强的非线性
.

在本文的分析中
,
对于层合曲板在x , , 二2

方向的拉压变形
, 仅考虑其线性的本构关系

,

对于 x , x Z

面内的剪切变形
,
考虑非线性的本构关系

—
蠕变特性

.

单向层片的本构关系根据

下列各点确定
:

< i > 各单向 层片的纤维取向沿二 ,

或沿婉方向
.

<ii > 各单向层片中
,
纤维保持线性弹性

.

聚合物基体具有非线性本构关系
, 其 拉压和

剪切变形均表现出蠕变特性
.

当单向层片沿纤维方 向承受拉压载荷时
,

纤维是主要承载体
,

因而可以不考虑基体的蠕变效应
.

对于正交铺设的层合曲板
, 当拉压载荷垂直于某些单向层

片的纤维取向时
,
对另一些层片

, 却是沿着纤维取向
, 因而在该方向也可以忽略基体的蠕变

特性
.

<i ii > 各单向层片的剪切变形
, 主要取决于基体

, 因而必须考虑基体的蠕变特性
.

故
,
第 i层单向层片的本构关系为

仁‘,

a {
‘’= a

l{
, e , + a夏盖

, 。2

a {
‘’= a

;轰
, 。, + a

轰轰
, 。2

a 曹;
‘’

(2
.

1 )

试矛
’= 叮护= 买

e x p

【
-

(f=

t一 了

n

‘。(r )d

1 , 2 , ⋯ , m )

其中m 为层合曲板的总层数
, n
为松弛系数

, 。
{{

, , 。
;驴

,
姚护

, a
t8(
‘,
是刚度 系 数

. 。

冲
,
可轰

, ,

。
互护的确定方法可在复合材料力学教 程

〔5 ’
中找到

, 。
豁

‘,
和

。
可以由实验侧定

, 。
对 各层是相

同的
. e , , 几 , ea是层合

_

曲板中任意点处的应变分量
,
它们可以由层合曲板中面 的应变分量

。l , 。2 , : 。及中面曲率和扭率的改变量 k
l , k

Z , 存
, 2

表达
:

口; 二 。, + k : z 一 e : 二s : + k 2 2 , ‘。= 。。+ Zk , 2之
、

(2
.

2 )

这里 k
,
= 一 aZ功/ 。x l, 存

2
= 一 。2切 /口戈 ; , k

l Z = 一 。2田 / a劣
:。劣 2

“ = “(气 , x ” 约 是 层 合 曲板的挠度
.

三
、

层合曲板的平衡方程与协调方程

正交铺设对称层合曲板的内力
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正交铺设对称层合圆柱曲板在 二 1
方向轴压下的蠕变屈曲分析

, 其平衡方程 ( 3
.

3)

调方程 ( 3
.

5) 是藕合的
, 必须联立求解

.

四
、

蠕变失稳临界载荷的确定
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工x 二 0 , a :

戈 2
= 0 一 b :

阴二 0, M
, = 0

M
: 二 O

M
。
二 一

}

因为M
, “ 一 O

, 工0
竺叨

0 , f
一 D 1 2

子 w
, “

勺厉圣

一 护川
. , 、 , 、 、 ,

~
, _ , . ,

_
, 、 ,

一口2 2万二 2
‘

故
_

l二还迈界余忏询 化刀
U 涌 2

丫
,

= O
。 a ,

w 二 O
。

子切 / a劣子二 O

劣 2
= U , 0 : 田 = U 夕 o ‘

切 / o x 三二 U -

选取满足边界条件 ( 4
.

2) 的挠曲函数

二二 C (才) s i n a , , s i n趣
2

式中a 二。
1二 /a ,

刀= 。1 7r
/b

, m 、, 。、

分别为二 , , x Z
方向 的屈曲半波数

.

平衡方程 ( 3
.

3) 及协调方程 ( 3
.

5) 的内力函数切为

切 = F ( t ) s i n a 二 ls in 刀x
:

由此可以导出C (t )与F (约满足的方程组

( 3
.

5 )

与协

( 4
.

1 )

( 4
.

2 )

( 4
.

3 )

与挠曲函数仍同时满足

( 4
.

4 )

一

书
一 ; ( , ) + ( D : ; a 4 + ZD , 忿a Z

刀
2 + D 2 2

刀
毛

)C (才)



正交铺设层合圆柱曲板的蠕变失稳

+ ‘“2

旦i卫乞 {
‘ 。 x p

[
一 l二 兰le (二 )J 二 一 , a Z

e (, )

刀 J O L 刀 J

(4
.

5 )

(率
。 4 一 :

李
。 2

刀
2
*

李
刀

4

、二 (, ) + 一奈\ 公 艺1 2压 1 2 1 6 6

(。a Z

刀
2

户+ a 艺

刀
,
F )二

一

书
C (, ) (‘

·

6 ,

在方程组中消去未知量F (t) ,
得

1 R
r

、
n

气石r 互‘一 p )癸
亡(,卜 !令

“!‘2 + a Z

口
“

A 誉
6

l
‘

R
,

、 a Z

气
”幻 十石恋一虽少十

一

刀-

一
(;

2

卡凳戮、
,
le (, ) + ;

2

;
。

{
‘ 。X p卜竺毛工

一

飞e (: )、r 一。

\ 了卫6 6 1 _ 1 J O L l ‘ J

(4
.

7 )

其中

雪
, = D

, , a 4
+ D

2 2

刀
4 + ZD

, Za ,

口
2 , 占

:
= (A

; , a 4 一 ZA
, 2a 2

刀
, + A

2 2
刀

4

)/ A

雪。= 4 R刀
么

D 曹
6

/ n

令 ? = a ,

刀
,

/ A 誉
。 , 刀、= n 护睿

,
R / a

Z

十
、,口声
了

乒有
R

, ,

I
,

R
仇 ’ -压恋, 氦员十叹时

3 十
一

7

b
:
== 冲, 一 n 夕P , b

: = , 2 一 (睿
, + ? )P

则方程 (4
.

7) 简化为

。
l

。(, )十。
Z

e (, ) + ;
2

、
3

芡
e X p

[
-

a 2

刀

兰
子〕

c (r )“: 一 “
(4

.

8 )

这是一个微分一积分方程
.

为消去(4
.

5) 中的积分
,
将该式对 t 求微商

,
乘以

, ,
再与原式相

加
,
可得

。。J

己(t) + (。
1 + 。。2 )亡(t) + (。

2 + , 占
2

雪
3

)e (t )= o (4
.

9 )

此二阶常系数常微分方程的特征方程为
n b

;
几2 + (b

, + n b
。

)几+ b
Z + ”占

2

占
3二 0

可以求出特征根 几
, , 几,

则

C (t) = C
, e x P〔几

, 亡〕+ C
Z e x P以2才〕

时间 才无限增大时
,
挠曲函数

切 = C (才)s in a x 工s in 伽
2

保持稳定的充要条件是
: 两个特征根几

, , 几
:

的实部均为负值
.

根据高等代数理论
〔6 ’,

使几
, , 几

:

的实部均为负值 的条件是

”b
,

> 0 ,
’

即
‘ / 刀l

1 少气
、

一二二丁
了‘尸

(4
.

1 0 )

b
,
+ n b

Z

> 0 , 即 P <

b
:

+ ”雪
2

雪
,

> 0 , 即 夕<

叮一+ n 叮2

n (占
2
+ 2下)

夕
2

+ n雪
2

叠
3

占
2

+ 下

(4
.

遭1 )

(4
.

1 2 )

所以
, 四边简支的正交铺设对称层合圆柱曲板在轴向压力作用下不发生蠕变失稳的条件是

:
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1 2) 同时成立的压力 P 的最大值
,
就是四边简支正交铺设

对称层合圆柱曲板在轴向压力下蠕变失稳的临界载荷
, 记为Pc

, .

当轴压P> Pc
,

时 ,
随着时间 t 的增长

, 层合曲板的挠度无限增大
,
发生蠕变失稳

.
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五
、

结 论

< i> 本文用薄壳小挠度理论研究了层合圆柱曲板的蠕变失稳
.

< ii > 对于以聚合物为基体的纤维增强复合材料层合圆柱曲板
,

复合材料的蠕变特性
.

在面内剪切变形中考虑

<iii > 本文导出了确定正交铺设对称层合圆柱曲板在轴压下蠕变失稳
·

临 界 载 荷 的方

法 :
使不等式(4

.

拍 )
、

(4
.

月 )
、

(4
.

12) 同时成立的压力 p 的最大 值
, 就是蠕变失稳的临界

载荷值
.

[ 1

参 考 文 献

H o ff
,

N
.

J
. ,

C r e e p b u e k li n g o f r e e t a n g u la r P la to s

E ”夕‘n e e r f”夕 P la
s了ie‘才g

,

E d
.

by J
.

H e y m a 丑 a n d F
.

v e r s it y P r e ss (1 9 6 5 )
.

B o t r o s ,

F
.

R
.

a n d M
.

P
.

B i、: n i e k
,

C r e e p B 私e儿lfn g

e a t io n s
(1 98 3) ,.

’ ‘魂心

‘
r

了
’

:

u n d 县丫
u n ia x ia l e o m Pr o s s i o n ,

A
.

L 一e k ie
,

C a m b r id g e U n i
·

o了 S 才, 。‘。 r 甘5 .

A IA A P u bli
-

M o r g a n
,

H
.

P la t e s w ith

6 嫂3
.

马麦斯捷尔
,

5
.

a n d R
,

M
.

Jo n e s
,

B u e k lin g o f

n o n li n e a r s t r e s s, s t r a in b e h a v io r ,

r e c t a n g u la r

\
一

e r o s s的郎y la m i n a t e d

, .J, ,.
2
0口尸月.L�‘几.L

J
.

A p p l
.

M e e h
. ,

46 ( 1 9 7 9 )
, 6 3 7一

[ 4 1

「5 ]

A
.

K
.

等
,

嵘聚合物与复合材料力学笋
,

刘统畏等译
,

新时代出版社 (l 9终).

Jo n e s ,

R
.

M
.

( 1 9 7 5 )
.

库洛什
,

A
.

r
.

M e e h a n i e s o f C o 阴P o s玄te M a te r ‘a ls
,

M
e G r a w 一H i ll

,

N e 访 Y o r k

[ 6 ]
、高等代数教程 》

,

柯召译
, ,

高等教育出版社 (1 956 )
,

加7
.

C r e e p Bu c klin g o f C ro s s 一Ply sym m e t riC

La m in a t e d Cylin d r ic a l Pa n e ls

W
a n g Y i n g 一ji a n

( D e P a r 才。 e 。蓄 o f M e e h a n 泣e s ,

P e k公” g U ”公口e r s i t夕
,

B e fjfn 夕)

W
a n g Z h e n 一m in g

( I n s了i t。才e o f M e e ha ”fe s ,

月e a d e o fa 5 1”fe a ,

B e 该i栩 g )

A卜, tr a e t

A e r e e p 七二 e k li n g a n a lys i s o f
丁

e r o ss 一p ly s y扭m e tr i e la m i n 么t e d
一

e y li n d赶i e ‘l“p场h o l出

15 9 iv e n 1 0 th i s p a p e r .

B y m ‘a n s o f th e o r e t i c a l a n a l史s全S ; a m e th o d t o 此t兮r血i’n 石

t五e c r , t i c a l lo a d o f
、

c r e e p b”c k
、

11”: o f ‘万‘ p ‘”e ls , i th s im , ly ‘ll p p o了t o d一 七侧, , d a , y

co nd iti on si so bta ine d

⋯⋯
. 一

几
「

厂
, 4 .

K e y w o
油

e r os s一p Ly : la m i n a te d p a n o l
,

乙fee p
一

b
u e k li 牡‘


