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摘 要

本文给出非完整动力学逆问题的一种提法和解法
:

已知某些积分
,

来求施加在系统上的非完

整约束的形式
,

进而在弓知系统动能表达式的情况下
,

来求加布系统上的广义约束反力
;

最后
·

给出例子说明解法的应用
.

关钻词 分析力学 非完整系统 积分 逆问题

一
、

引 言

动力学逆问题是经典力学的主要问题之一
只
最著名的动力学逆问题是牛顿问题

: 行星按

胶e p le r 定律运动
,
求作用在行星上的力

.

这就为牛顿矢量力学奠定了基础
.

根据物体运动

的已知性质来确定物体上的作用力问题
,
就是牛顿矢量力学中所建立的动力学逆 问 题 的 概

念
.

近年发展起来的新兴学科
,
如宇航力学

, 飞行器动力学
,

运动和过程的控制理论
,
机器

、

人动力学等
,
都与动力学逆问题密切相关

.

随着科学技术的发展
,
动力学逆问题的提法也在

不断扩充
‘”

.

到60 ~ 70 年代
, 动力学逆问题才有了一般的提法

‘“’.

然而
,
大多研究还仅限于

完整力学系统
.

文献 [3
, 4」从不同角度提出并解决了非完整动力学的一些逆问题

.

但是
夕
关于施加约束

的形式问题还未解决
.

本文着重提出并解决系统所施加的非完整约束的形式问题
,

首先
,
根

据系统的已知积分来求非完整约束的形式 ; 其次
,
在已知动能表达式的情况下

,
可进一步确

定系统的广义约束反力 , 最后
,
为说明上述结果

,
我们给出一个例子

.

二
、

根据已知积分确定非完整约束的形式

设力学系统的位形由 。个广义坐标 q :

(s = l, ⋯ , 。)来确定
.

假设系统有仇个积分
.

。 ,

(9 5 , 空
s , t) = C , (“= 1 , ⋯ , m 簇

n ) (2
.

1)

其中。
,

是彼此函数独立的
,
且相容的

, 它们有对其变量 q , , 空
, , t 的连续偏 导 数

.

当 C , (“

二 1 , 二 , 。或时为任意常数时
, (2

.

1) 给出第一积分 , 当C , ‘。时
, (2

.

1) 给出特殊积分
.

.
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.
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现在提出非完整动力学的一个逆问题
: 巳知积分(2

.

1 ) , 试求施加在系统上的非完 整 约

束
.

为解此逆问题
,
首先将(2

.

1 )对时间 t 求导数
,
并引进 E p y r o H

函数
〔“, 5 ’,

得到

鑫黔
·

+

鑫靛
其中少

,

为 E p y r , H 函数
.

.

0 0
.

安
a

+
丽

= 毋
,
(。 , q , 空, t) (产= 1 ,

‘

二 , 阴 )

当C
,
笋 。时 , 巾

,
二 0 , 当C

,
= 0时 , 中

,

为满足

中
,

(o , q , 女
, i) = o

的任意函数
.

其次
,
由(2

.

2) 解出广义加速度
, 记作

夕
,

= 乙 料
, !一

鑫瓮
。一鲁)

一 。

霓
L

丫
一

,
·

(r = ] , ⋯ , m )

(2
.

2 )

(2
.

3 )

(2
.

碑)

其中

△二 d e 乞(0。 ‘/ O空
f

)。
: 。
笋 。 (2

.

5 )

而△
: ,

为行列式△的元素(I
, , )的代数余子式

, △
, “
为△中第

: 列用归
.

2) 中矩阵第 k 列 替代所

得行列式
.

肉(2
.

4) 一般不能唯一确定全部广义加速度女
,

(s 二 1 , ⋯ , n)
.

这是因为
,
第一

,

当m < n时 ,
由(2

.

4) 不能得到所有广义加速度 ; 第二
, 即使m = n , (2

.

4) 中含有 E p y r 。‘函

数巾
: ,
一般说

,
它们除满足条件(2

.

3) 外
,
仍是任意的

.

最后 ,
研究加在系统上的非完整约束的形式

.

假设系统受有 g 个 非完整约束
,
将其表

为

f , (g a , 空
a , t) = o (刀= 1 , ⋯ , 夕, s = 1 , ⋯ , n ) (2

.

6 )

下面
,
我们来建立了,应满足的方程

.

将 (2
.

6) 对时间 才求导数
,
并引入 E p y rH 且 函数

,
得到

上 a f
。 _

上 时
。

.

al
,

. _

丁
_ ,

E 长
丝

.

夕
:

+ E 益
里 q

a

+ 弓子 二梦 , (f
, g ,

一

寸, t ) (刀“ 1 , ⋯ , 夕) (2
.

7 )

刀
“q , ‘ 一 ’

刀
。q

。 ‘

一 or

其中岁,为 E p y r , R 函数
,
它们满足

岁 , (0 , Q , 女, 忿) = 0 (刀= 1 , ⋯ , 夕) (2
.

8 )

将(2
.

4 )代入 (2
.

7 ) ,
我们得到

绘{鑫
一

缸
,

喀瓢
一
韵

一 。

霓
:

协
,

}

+
。

盛
;

一

:知
·

十

户欲
一

“
·
+

手
一梦 , (t

, q , “, ‘, (”一 ‘
,

‘

”

.

乞同

g ) (2
.

9 )

方程 (2
.

9) 就是系统上施加的非完整约束应 满足的偏微分方程组
.

显然
,
一般情形下

,

由(2
.

9 )还不能得到介的具体形式
.

在此我们研究一些特殊情形
.

当 胡 二 n 时 ,
方程 (2

.

9) 成

为

怀
一

鑫豁
一
韵}

势
。

:

+
李

一 二, (z
, 。, 。, 才) (刀一 1 ,

一 。,

U 甘 S U ‘

(2
.

1 0 )

哑岭
十。

公曰

进而
,
如果所有C

,
笋 。, 即积分 (2

.

功全部是第一积分
, 则
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巾‘= o (l= 1 , ⋯ , n ) (2
.

1 1)

于是 (2
.

1
一

0) 成为

一 于
~

互鱼 令
_

八: r

六 讨
,

岔 △ (粼》
+

韵
+

鑫黔
·

+

会二 梦, (f
, g , 空

, t) (刀二 1 , ⋯ g )

二 O

(2
.

1 2 )

最后 ,
如果仅限于研究满足约束(2

.

6) 的运动
, 那么

梦 , 二 o (刀二 1 , 一 , 夕) (2
,

1 3 )

成立
.

于是 , (2
.

1 2) 成为

一

乡念客翻鑫瓮qa+ 争)
+

鑫镖
“
·

+

争 (刀二 1
,

⋯
, g )

(2
.

1 4 )

解偏微分方程 (2
.

14 ) ,

嗽有可能得到了, 的具体表达式
, 即得到了非完整约束的形式

.

三
、

广义约束反力的确定

如果已知系统动能表达式
, 和足够数目的积分

,
就有可能确定加在系统上的广义约束反

力

假设系统所受非完整约束为 (2
.

6 ) ,
则系统运动方程可表为 R o u 乞h 形式

‘“,

d OT 0 7
’

d t o空
。

OQ
s

一Q
·
+

鑫
‘,

箭: (s = l , ⋯ , ”) (3
.

1 )

利用文献〔6〕给出的方法
,
方程 (3

.

1) 可表为显式

壁‘= 名普{
一

户鑫
〔“, 一

s」空。女

.

么 月B
,

,

十 Z
J

I
、

万汽丁一 一

石
\ u 甘。

.

eT
。

十 了丁
-

u g
召

_ 明
:

卜

_
于州

、

。t 台 d t
空。+ Q

,

+ 乙嵋扮

aB
,

\
_

节百 ,q ,

u 任 今 I

(l= 1 ,

(3
.

2 )

其中 △= d et (A 。。)
。 , 。
笋 o , A 。。

为动能中广义速度二次型的系徽
, △

, :
为 △元素(: ,

余子式
, B

,

为动能中广义速度的一次型的系数
, T

。

为动能中不含广义速度的项
,

I) 的代数

而

(3
.

3 )

.日q/�O
�
d
�

一

〔“,

一卜
一

戮
一

釜
0A

+ 三

己q
,

为系数A 。 ,

的第一类 C h r i s 七o f f e l记号
.

‘

当m 二 , ,

所有 C ,
笋 o ,

且只限于研究 沿曲面 ( 2
.

6) 的运动时
,
则广义加速度由下式确定

⋯ , n ) ( 3
.

4 )一一
r

了
1、

、.‘/么 八。

叮
,
= 一 乙 △

而九的形式由方程(2
.

1 4) 确定
.

将 (3
.

4) 以及 由( 2
.

1 4) 所确定的 八 代入方程(3
.

2) ,
便得到

为确定 ( 。+ g) 个量Q
: ,
标的

。
个代数方程

.

为由这些方程最终求解Q
, ,
标

,
尚须补充g 个关

系
.

如果求出全部标
, 那么广义约束反力
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咨
,

af
,

/1a = 分 却万石 L“= 上,

”
” )

P 一 i

(3
.

5 )

便可确定
.

四
、

算 例

为说明上述结果的应用
,
我们给出一个典型例子

.

设单位质量质点在一个非完整约束下在空间中运动
, 巳知系统有三个第一积分

。,
= (空f+ 空; + 夕孟)/ 2 + 夕g 。= C , (4

.

1 )

。 : = 空2 /空; = C
:

(空; 笋 0 ) (4
.

2 )

。:
= 空

1

空。+ g q : “ C
。

(4
.

3 )

其 中 c
; ,

‘

c 。,

矶 为 任意常数歹 g 为重力加速度
.

试研究非完整约束的形式以及广义约束反

力
.

首先
,
求广义加速度

.

将 (4
.

1 ) , (4
.

2 ) , (4
.

3 )对时间 t求导数
, 因 C , , C

: , C 。
为任意

常数
,
故 E p y r , H 函数取为零

,
有

女;空: + 女: 空
:

+ q
a

空s + 夕空
3
= o (4

.

4 )

壁: 空: 一 q 、空: = 0 (4
.

5 )

壁: 空a + 空:女s + 夕空: == o (4
.

6 )

由(4
.

2 )和 (4
.

5 )解得

终: = c zql
将(4

.

7 )代入 (4
.

4 )和 (4
.

6 ) ,
得

空,女: (1 + C ; ) + 夕。女3 = 一夕空3

空3壁, + 空
,

壁: = 一 夕空,

当 八= 女全(1 + C委) 一夕; 笋 o

时 ,
由(4

.

5)
、

(4
.

9) 得到第一组解为

壁: = 堂
2
= 0 , q

3
= 一 g

当 么= 夕f(1 + C ; )一‘ ~ O

时 ,
将(4

.

1 2) 对时间 i求导数
,
并将其代入 (4

.

8 ), 得

奋
: = 一 g 空

,

空
3

/ 2 (夕全+ 夕孟)

将(4
.

13 )代入 (4
.

9 ) ,
得

q
3

= 一 g + g 空璧/ 2 (空f+ 空; )

将 (4
,

1 3 )代入 (4
.

7 ) , 并注意到(4
.

2 ) ,
得

壁
2
= 一 g 空2空

3

/ 2 (空全+ q ; )

于是 ,
有第二组解(4

.

13 )、 (4. 1 5 )
.

其次
,
研究非完整约束的形式

.

设非完整约束有形式

f (空1 ,

空
2 ,

女
3 , 才) = o

如仅限于研究沿曲面(4
.

1 6) 的运动
, 则有

(4
.

7 )

(4
.

8 )

(4
.

9 )

(4
.

1 0 )

(4
.

1 1 )

(4
.

1 2 )

(4
.

1 3 )

(4
.

1 4 )

(4
.

1 5 )

(4
.

1 6 )

箫
。

1

+

希
, 2 +

条
, 3十

一

哥 (4
.

] 7 )

将第一组解(4
.

1 1) 代入 (4
.

1 7) ,
得到偏微分方程
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Of
_ .

af
_ 八

瓦
一 g 丫

尸

而一 一
。 (4

.

1 8 )

于是 ,
了有形式

f = 切(夕
, ,

夕: ,

宁
3

+ 夕t) (4
.

19 )

其中甲为任意函数
.

再将第二组解 (4
.

13 )、(4
.

1
一

5) 代入(4
.

1 7) ,
得到偏微分方程

早了了
一 _

尸久缤
二、+ 丝

一

了一
二

率必o q l \ 乙Lq r一 q 三) / o q Z \ 艺又q f十 q )
十 g 空;

一夕 门~ 石奋飞
2 一 尸 玉

‘、甘 1
.

飞-
叮

、
.

6f _
一 刀

.

, . 一从 { 一1 0 不

(4
.

2 0 )

方程 (4
.

2 0 )有解

f = 鱿 + 鲜 一夕言

这便是经典 A p p el l一H a m el 例的约束方程
.

最后
,
研究广义约束反力

.

假设问题的动能为

T 一 (鱿 十空; + 空爹)/ 2

则 R o u 七h 方程 (3
.

1 )给出

(4
.

2 1 )

(4
.

2 2 )

。
,
一Q , + “

髦
,

。
2
一口

:

+ “

需
, 。

, ,

af
甘s 一 叼 3 门 . 几 万下- 一

U 蟹3

(4
.

2 3 )

将第一组解(4
.

1 1 )及 (4
.

1 9 )代入 (4
.

2 3 ),
得

“一

Ql+
“

寄
一 ”一

Qz+
“

一

架
, 。一Q

3

+

喘
其中二 。= 女

3

+ gt
.

这就是广义力 Q
。

和广义约束反力 肋切/ 时
:

所应满足的方程
.

(4
.

1 3 )、 (选
.

1
一

5 )及 (4
.

2飞)代入 (4
.

2 3 ) ,
得

(4
.

2 4 )

将第二组解

g

2 夕

{振一
Q王+ 2砖

’

}岛: 一。
2 + 2‘“

2

六生

夕
一

2
一

(4
.

2 5 )

、......口...,飞
、了

l
忍召心,夕

一

了
一。

3 一 2““
3

为由(4
.

2 5) 最终确定广义约束反力
, 必须补充一个条件

.

例如
,
可令

Q
l
= 0

于是 ,
可 由(4

.

2 5 )和 (4
.

2 6 )解得

凡二 一 夕夕3 / 4 (空圣+ 夕; )

而广义约束反力为

(4
.

2 6 )

(4
.

2 7 )

川一 厄
一

茵
g q l q 3

l+ 空; ) 儿一戒
g 空

2

空

+ 空

,
“3 一

是 (4
.

2 8 )
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