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摘 要

本文在非常一般的框架下
,

建立了极大极小不等式
,

广义变分不等式和广义拟变分不等式
,

证明了解的存在定理
,

且它们是在非紧集上得到的
,

从而推广和改进了〔3、 15] 中的相应结果
.

关镇饲 广义变分不等式 拟变分不等式

一
、

引言和预备知识

本文以中表示实或复数域
, 对每个非空集X ,

2x 表示 X 的所有非空子集族
.

设 E 和尸是

巾上的两个向量空询
, <

,

>
:

尸 x E 。少是双线性泛函
.

对每个x0 〔E
,

E 的非空子集月
, : > o ,

记 :

附 (x 。, : )二 {夕〔F :
1(, , , 。

) 1<
。 }

U (A
, 。)二 {, 〔F : s u P }(夕

, 戈> !< 。}

以集族{附 (x
, 。) : 二〔E

, 。> 叶作为零邻域系的子基所生成的拓扑记为 a( F
,

E )
.

如果E 是

拓扑向量空间
, , 以集族 {U (A

, 。) : A是E 的非空紧子集
, 。> 0} 作为零邻域系的基所生成的

拓扑记为次F
,

E ) , 以集族 {U (B.
: ) : B 是E 的非空有界子集

, 。> 0} 作为零邻域系的基所

生成的拓扑记为 , (F
,

E )
.

易于证明
,
当F 具有拓扑a (尸

,

E )或 次F
,

E ) 时 , 尸成为局部

凸的拓扑向量空间
, (但未 必是H a u o d o r ff 的 )

.

当F 具有 刀(F
,

E ) 时
, F 成为拓扑向量空

间
。

E 的子集C称为是 a (E
,

F )
一

紧的 , 如果C关于。(E
,

F )拓扑是紧集
, 其余依此类推

.

设X C E 是非空子集
, G

:

X 、 2 忍称为是K KM 映象
,

如果对X 中的任何有限子集{二
, ,
⋯ ,

二。

}c X 都有

e o {戈
, ,
⋯

, 二。

}c U G (二‘)

一 几 弓、 已! 不甲
. 阳. . . . 、 / ‘ J 【 J . 代;J二

引理 1〔” 设E 是拓扑向量空间
, X 仁 E 是非空子集

, G : X , 2‘是K K M映象
,
如果对任

.

张石生推荐
.
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何‘( X
,

G (, )是E 中的闭集
,
且至少存在一点“ 。

〔X , G (“
。

)是紧集
, 贝曳几G (“)专武

引理 2 〔
’咭〕 设E 是局部凸的H a u s d o rf f拓扑向量空间

, X c E 是非空凸子集
, D c X 是

非空紧子集
,

乃 X
_

, ZD满足 : 、‘ 户

( 1
一

) 对 V 戈〔X
, e o (T (劣 ))仁D ;

( 2 ) 对 V 刀〔X
,

T
一 ‘

(, )是X 中的开集,

则必存在牙〔X
,

使 牙〔c o( T (幻 )
.

引理3 〔
‘“,

设E , F 是少上的两个拓扑向量空间
, <

,

> : F x 方、中 是双线性泛函
,
并在

F x X 的紧子集上连续
,
其中X 〔E 非空

.

T : X , 2 了 是具紧值且上半连续的
.

则对每个给定

的二〔X
,

泛函夕~ in f R e <。
, 夕一、>在X 的每个非空紧子集上是下半连续的

.

四 〔T (夕)

引理4 〔
’”’

设 E 是中上的拓扑向量空间
, F 是中上的向量空间

, <
,

>
:
尸 x E * 巾 是双线

性泛函
, X C E 是非空凸子集

, h : X o R 是凸泛函
, T : X * 2 尸沿X 中的线段关于武F

,
E )拓

扑下半连续
.

如果夕〔X
,

使

s u p R e <“
,

歹一 x >《 h(戈)一 h(歹) V x〔X
“ 任牙 (二 )

则有
,

S U P
叨 〔 T (丁)

R e <。
,
歹一 x >( h(x )一 h(歹) V x 〔X

三
、

主 要 结 果

定理 1 设E 是中上的拓扑向量空间
, F 是 必 上的向量空间

,
具有叭F

,
E )

一

拓扑
.

X 是

E 的非空有界子集
, T , X ” 2 尸是具紧值的上半连 续映射 , <

,

> , F X E ”巾是双线性泛函
,
对

每个f〔F
, x ~ <f

, x >连续
.

对每个刀〔E
,

令

夕,

(x )二 i n f R e (w
, % 一 夕> V x 〔X

. C T (含 )

则g , , X , R 是下半连续的
.

证明 设乳〔X
.

对 V : > 。,

我们证明存在x 。

的开邻域N (x 。)
,

使当x 〔N (x
。

)时 ,

g , (x )》 g ,

(x
。

)一 。

事实上
,
取

、

‘l
矛

一

君一nJ。一

{了
。“ : 。u p }<f

,

外 }<
名〔 X 一 犷

这里 X 一 。= {x 一岁二〔X F
.

因为 x 一夕是 E 的有界子集
,
所以 犷c= F 是开零邻域

,
对 v y〔

T (x
。

)
, g + V 是夕的开邻域

,

故 T (二
。

) + F = U (夕+ V )
对(T (二

。
)

是T (x
。)的开邻域

, 由T 在戈。上半连续
, 知存在 二。 的开邻域 N

。

〔X
,

对 V 戈〔N
。 ,

有 T (x) C

T (戈
。

)十厂
.

对每个。〔T (二
。

)
,

记

j〔F
: s u P !<j

,
, > 一 <。

, , > }< 冬不
O J

其 中口= {x 一二 :

T (劣
。

)C U
。
〔T (劣

。
)

x , z 〔X } 是E 中的有界集
,
故 犷

。

是 F 中
。 的开邻域

.

因为 T (为〕是紧集
,

犷
。

所以存在有限子集仕
, ,
姚

,
⋯

, u 。

}C T (“
。

)
,

使
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T (x
。

)C ,

瞥
,
V

·‘

对每个
。‘,

[ , 2 ,

】<“‘
,

⋯
, , .

泛函 ,
~ < 。

, , 二》连续 , 故在X 中存在
x 。

的开邻域N , ,

使对 丫二( N ‘,

二> 一 <叭
, 二。

) ]< 。/ 3

令

N (戈
。

) = 口N ‘

则N 扭
。

)仁X 是 劣。的开邻域
.

下证N (x
。

)即为所求
.

又寸V , 〔N (x
。

)
, 。〔T (x )

, 二( N
。,

故存在
。〔T (, 。

)
,

使 切 一 。〔厂
.

又因为

u“T (“。) C :

以厂
二

故存在i
。
〔{ z , 2 ,

⋯
, n }

,

使
。〔犷“

。 .

因此 ,
我们有

{R e <二
, , 一刀>一 R e <。

, 劣 一刀> J戒 , <切 一 u ,

一
夕> ]< 。/ 3

从而

R e 戈切
, 戈一 夕>> R e <“

, 戈 一夕
卜

。/ 3

二 R e <u , 义。一 , > + R e <u , 戈一 戈。>一 。/ 3

二 R e <u , 戈。一 夕> + R e <u 一 u i。 , 况一 戈。> + R e <。、
。 , 戈一 劣。

卜
e / 3

> R e <。
, x 。一夕> 一 : / : 一 : / 3 一 。/ 3

》 in f R e <”
, 劣。一 夕>一 。二 g ,

(戈
。

)一 e

u‘T (劣
。
)

因为w 〔T (二)是任意的
,
所以

,

in f <切
, x 一 夕>> g , (戈

。

)一 。

即

g , (戈 )> 夕;

(戈
。

)一 。

证毕

注1 定丁即 的结论较引理 3为强
,

这里 g , :

x o R 不是仅在刃的紧子集中下半连续
,

而是在 尤 中下半连

续
.

这对于处理非紧集情况要方便得多
.

此外
,

这里对<
,

>
:

F x E , 少的连续性要求也弱一些
.

定理2 设E 是小上的拓扑向量空间
夕 X 是E 中的非空 凸集

.

切
,

咖 X x X , R U {士oo }
,

满足如下条件
:

(飞) 功(x
, 另)《 0 ,

V 戈〔X ;

( 2 ) 对每个固定的 x 〔X
, 甲(二

,

川 在X 上是下半连续的 ,

( 3 ) 对每个固定的 , 〔X
,

{戈〔X : 劝(%
, 梦)> 0 }o e o {戈〔X

: 切(戈 , 夕)> 0 蛋;

( 4 ) 存在二。
〔X

,

使X
。
= {夕〔X : 切(二

。, 夕)( 0 蛋是紧集
.

则存在夕〔X
。,

使帆二,

列《 o 对 丫 , 〔X
.

证明 对每个x 〔X
,

定义T : X 、2x 如下
,

T (二) = {夕〔X
, 切(x

, 夕)戒o圣

则T 是K K M 映象
.

因为若不然
,
则存在{二

J ,
⋯

,
「

二 ,

}c X
, a : ,

⋯
,

心> 0’



3 18 张 从 军

艺
a ‘二 1 ,

E
a ‘为石 U T (, . )

勺r戈

/声.、
、

切从而

使

招 优斧

乙
a , 二,

J二左

名 = 1 ‘ 1

)
> 0

由( 3 )得
,

介

,
(弓

。‘二‘,

鑫一 )
> 。

这与 (1) 矛盾
.

再由(2 )知
, T (x) 是X 中的闭集

,
由(4 )知

, T (二
。

)是X 中的紧集
,

由引理1 ,

n T (劝神诱
.

取歹〔门T (x )
,

则 对 V x 〔X ,

华(x
,

歹)成。

帆二,

列成。
.

显然
, 歹〔T (x

。

)“ X 。.

即存在歹〔X , 使

对丫二〔X

证毕

注 2 该定理改进和推广了【3
,

4
,

6
,

8
,

叼中的相应结果
.

定理 3 设E 是小上局部凸的 H a u o d o r ff拓扑向量空间
夕 X 是E 的有界凸子集

, D 是X 中

的非空紧子集
, F 是少上的向量空间

,

具有刀(F
,

E )拓扑
.

<
,

> : F x E , 巾是双线性泛函
,

对每个f〔尸
,
二~ <f

, 二>是连续的 (在X 上)
.

又设
:

( 1
.

) h: X o R 是下半连续的凸泛函 ;

( 2) 户x , 2 ,
是具紧值的上半连 续映射

;

( 3 ) 对每个二〔X \D
,

in f R e <、
, , 一 劣> + h(, )一 h(二 )《0 对 V 刀〔X ( . )

叨 C T (扩)

则存在一点 牙〔X
,

使

in f R e <二
, 无一 % >簇人(x )一 h(无) V 二〔X

留 任 , (万)

证明 假定对每个二〔X
,

存在 x0 〔X
.

使得

in f R e <功
, %一 戈。

> > h(%
。

)一 h(x 、
叨 〔 T (: )

由( . )式 , x 。
〔D

.

定义P : X o ZD ,

对 V 戈〔X

P (x ) = {乡〔D : in f R e <饰 , 一 , > + h(戈 )一 h(, )> 0 }
叨 C T (

劣 )

则对每个二〔X
,
尸(劝二D 非空

.

下证尸(x) 是凸集
.

设了少
: , 之少2〔P (% )

, 公‘〔〔0
,

in f R e <w
s

1〕
, 才: + 公2 二 1 ,

则有
x 一 刀‘> + h(丫)一 h(g ‘)> 0 (i = 1 , 2 )

四 屯 T (, )

因为 h是凸泛函 ,
故有

in f 〔R e <叨
, 戈一 (r

, 刀, + tZ y
Z

)> + h(劣)一 h(t 工夕, + 才2刀:

)]
. 任T (: )

> in f [才
,

R e <切
,

叨 〔 T (万 )

> 才、 in f [R e <叨
,

二一 , , ) + 才Z R e <切
, , 一夕

2

) + h(% )一 f: h(, , )一 才Zh(夕: )]

义一 , 、

> + h(劣 )一 h(, 、) 1
口 〔 r (苦)

+ t :
in f [ R e <田

,

留 任 T (若 )

再由( · )式 , rl夕,
+ tZ夕2

〔D 所以

x 一 夕2

> + h(x )一 人(y
:

)〕> 0

t l万, + t : g :
〔P (x ) 从而尸(二)是凸集

-
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以下再证对每个夕〔D
,

尸
一 ‘

(川是X 中的开集
.

事实上
, 设 {、

。

}
。 : r 是X \尸

一 ’(妇 中的一个

网 ,
且x

。

”端〔X
,

则有

in f R e <w
, x

。

一 刀> + h (劣
。

)一 h(刀)( 0 V a 〔厂
w〔T (

、a

)

由定理1 , “
一

。

漂
。

Re 俩
‘一醉是下半连续rvJ, 耐

, X “也下半连续
,
故有

’

in f R e <切
, 二。一刀> + h(x

。

)一 h(, )《 o

二(T (, 。
)

因此
, X \尸

一 ‘

(!j )是X 中的闭集
, 从而尸

一 ‘

(功是X 中的开集
.

由引理 2 ,

存在一点牙〔X
,

使得

厉〔尸(云)
,

从而有厉〔D
,

使

in f R e <切
, 厉一 厉> + h(勇)一 h(无)> o

. 任少(匆)

这是一个矛盾
.

故存在一点 , 〔X , 使

in f R e <w
, 勇一 劣>簇h(x )一 h(无) V 戈〔X

. 〔T 〔矛)

证毕

注 3 该定理将〔5
,

12
,

1 3」中的结果推户到X 是非紧集的情形
,

且这里是在很一般的框架下获得的
.

定理 4 设E 是中上的拓扑向量空间
, F 是小上的向量空间

, X C E 是非空凸子集
,

<
,

> ‘

F X E , 巾是双线性泛函
.

又设
:

( 1 ) h: X 、 R 是a (E , 尸)
一

下半连续的凸泛函 ;

( 2 ) 几 X , 2 , 沿X 中的线段关于F 中的a( 尸
,

E )
一

拓扑下半连续
,
且对每个, 〔X

,

有

{戈〔X : in f R e <切
, , 一 % > + h(, )一 h(戈) > 0 }

叨 〔 T (扩)

。 {戈〔X : s u P R e <u , 夕一 x > + h(g )一 h(戈 )> o圣
“任 T (x )

( 3 ) 存在x 。
〔X

,

使

K = {, 〔X : s u p R e < “, 刀一 二。

> + h(夕)一 h(x
。

)( o }
,,
〔T (x 。

)

是a (E
,

F )一紧的
.

则存在一点歹〔K
,

使

君吕
。

Re <阴
,
“一劝劲(x)

一

h(y ) v正X

证明 定义叭 咖 X x X o R U 笼士oo }如下
:

切(劣
, 夕) = s u p R e <u , 夕一 x > + h(了j)一 h (劣)

“〔甲(: )

沪(为
, 夕) = in f R e <阴

, 刀一 劣> + h(夕)一 h(劣 )
叨 〔全 (梦)

则仆 劝具有如下性质
:

( i ) 对 V 二〔X
,

价(二
, 二 )= 0 ;

(i i) 对每个 固定的x 〔X
, , ~ 诚x ,

川在X 上是 a( E
,

F )
一

下半连 续的
.

以下先证对每个固定的 了〔F
, 二~ <f

,

劝 关于 a( E
,

F )连 续
.

事实上
,
对 V 丸〔E

,

丫。) 0 ,

则才(f
, 。 )二 {二〔丑

,

{<f
, 二) l< 。}是开的零邻域

, 从而 N (二
。

) = 二。+ 班 (f
, 。)二

王x 〔E
,

}<f
, 二一 x 。

> }< 。} 是二 。

的开邻域
, 当 二〔N (x

。

) 时 , }<f
, 二 >一 <f

,

x0 >}一 1<f
, 二一

戈。>】<
。 .

从而对每个固定的x 〔X , 夕~ 息u p R e <“
, , 一冲 是连续的

, (关于 a( E , 尸)
一

拓扑),

“ 〔犷 (‘ )

再由条件( 1 )知y”拭‘ ,

功在X 上是a( E
,

F )
一

下半连 续的
.
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(ii i) 对每个固定y ,

易于验证

{%〔X : in f R e <叨
, , 一 劣> + h (, )一 h(% ) > 0 }

叨 任 T (梦)

是凸集
.

由条件( 2 )有
夕

{义〔X : 沪(x
, 万)> 0 }。 e o {x 〔X : 沪(丫

, g )> 0 }

(iv ) 由条件(3 ),
存在二。

〔尤
,

使

K 二 {刀〔X : 甲(戈
。, 夕)《 0 }

是a (E
,

F )
一

紧的
.

由定理 2 ,
存在歹〔K

,

使甲(x
,

列 ( 0 V x 〔X

且口

s u p R e <u ,

歹一 x > + h (歹)一 h(x )成0 V x 〔X
“ ‘ 梦(公 )

由引理 4 有
,

S U P
叨 〔 r (夕)

R e <切
,

歹一二>《h(戈 )一h (歹) V 二〔X

证毕

注4 定理4推广了「刘}
一

扣八勺相应结果
.

定理 5 设E 是小上的拓扑向量空间
, F 是少上的向量空间

, X 是E 的非空凸子集
, <

,

>:

F x E 。小是双线性泛函
,
对每个f〔F

,

映射
x
~ <f

, x >在X 上连续
.

又设
:

口
_

) 17: X 、 R 是下半连续的凸泛函 ,

( 2 )
’

T: X o Z尸沿X 中的线段关于F 的武尸
,

E )拓扑下半连续
,
且对每个夕〔X

,

有

{x 〔X
: s u P R e <u

, , 一 x > + h(刀)一 h(戈 )> 0 }
“〔少 (名 )

( 3 )

仁 {x 〔X : in f R e <切
, g 一 x > + h(g )一 h(x ) > 0 }

妞 〔少 (夕)

存在从〔X
,

使

K 二 {g 〔X : 。u p R e <。
, 夕一 x 。

> + h(, ) 一h(二
。

)《 0 }
。(T (x

。
)

是紧集
.

则存在一点歹〔尤
,

S U

叨 〔少

使

吕
)R e <阴

,
歹一 “>镇h(x )一 h(歹) v “〔X

证明与定理 4 中完全类似
, 这里从略

.

定理 6 设E 是中上的拓扑向量空间
, F 是中上的向量空间

,

带有 叔F
,

E )
一

拓扑
.

X 是

E 的非空凸子集
, <

,

> : F x E , 中是双线性泛函
,
对每个 f〔F

, 二~ <f
,
劝 在X 上连续

.

又

设
:

( ; ) h : x o R 是下半连续的凸泛函 ;
·

( 2 ) 升 X , 2 尸上半连续的且具紧凸值 ,

( 3 ) 存在% 。
〔X

,

使

K = { , 〔X : in f R e <川
, 刀一 戈。) + h(, )一 h(二

。

)《o }
. C T (犷)

是紧集
。

则存在歹〔K
, 勿〔? (刃

,

使
’

Re <亩
,

歹一 二) ( h闰
一八(列

·

v正x

证明 先证<
,

)在F x X 的紧子集上连 续
.

事实上
, 不妨设F x X 的紧子集是D x A

,

其
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中 D
,

A 分 别 是 F 与 X 的紧子集
.

对任 何 (j
。,

丸)〔D X A 。> 0 ,

则 U (A
,

约 = 切〔F :

聆到<u,
“ >l < 好是尸中的开零邻域

,
从而

_

砂
。
= f

。
+ U (刃

, 。) = {g 〔F : s u P】< g 一 f
。, 二> 1< 。}

日〔孟

是f
。

的开邻域
.

又因为x ~ <f
。, x >连续

,
所以存在 U

。

是二
。

的开邻域 , 当二(U
。

时 ,
有

! <f
。, x >一 <f

。, x 。

> }<
。

于是
, 当(f

,

x) 〔砂
。 x U 。时 ,

就有

!<f
, x >一 <f

。, x 。

> }镇】<了
, x > 一 <f

。, x > }十 !<f
。, x >一 <f

。, x 。> 】<
。十 。二 2 。

-

下面定义咖 X x X , R如下
:

势(x
, , )二 in f R e <切

, 夕一 x > + h(g )一 h(x )
切 〔牙 (李)

则势具有如下性质
:

( i ) 对每个
x 〔X

,

劝(二, x ) ~ o ;

(ii ) 由引理3 ,

对每个固定的x 〔X
, 刀~ 势(x

,

川在X 的每个非空紧子集上下半连续 ;

(111) 对每个固定的刀〔X
,

显然 {x 〔X
:

功(x
, 夕)> o }是凸集 ,

(iv ) 存在
x 。
〔X I, 使K = {召〔X

:

p(x 。, g )( 0 }是紧集
.

由定理2
,

存在歹〔K
,

使

in f
_

R e <田
,

歹一 x >+ h(歹)一 h(x )《 0 V
.

x 〔X
, 钟山

’ - -

一
’

再定义了
: x x T (歹), R 如卡

:

f(x
, 田)二 R e <叨

,
歹一 x >十 h(歹)一 h(x )

因为T (刃是紧集
,
所以对每个固定的 x 〔X ,

可知田一了(x
, w )在紧凸集 T (列 上连续且为仿

射泛函
,
而对每个固定 的叨〔T (夕)

, x
~ f(x

, 切 )在凸集X 上是凹泛函
,
根据 K n es er 极大极

小定理
「‘”有

,

in f s u p [R e <。
,
歹一 x ) + h(歹)一 h(x )」

, C r (了夕
名 任X

一 S U P
: 任 X

in f [ R e <切
,
歹一 x > + h (歹)一 h(x )〕簇。

. 〔 T (了)

又因为T (列 是紧的
,
所以存在叨〔T (刃使

s u p [ R e <勿
,
歹一 x > + h(歹)一 h(x )j

in f
tD C T (了)

s u p [ R e <田
,
歹一 x > + h(歹)一 h(x )〕

: C X

因此
,
存在歹〔K

, 勿〔T (刃
,

使

R e (幼
,

歹一 x )镇h(x )一 h(歹) V x 〔X

注 5 定理6将〔5 1中的相应结果在更一般的情况
一

『推广到X 是非紧集的情况
. 证毕

定理 了 设E 是中上的局部凸的H a u o d or ff 拓扑向量空间
, F 是中上的向量空间

,

E 的非空凸子集
, C是X 的非空紧子集

, <
,

>
,
F 水E , 中是双线性泛函且对每个 f(F

,

x 。 <f
,

玲在X 上连续
.

又设

( 1 ) S: X o Zx 上半连续
,
对 V x 〔X , S (x) 是C中的闭凸子集 ;

( 2 ) h: X o R 是下半连续的凸泛函 ,

( 3 ) T: X o Z’沿X 中的线段关于F 的试F
,

E )拓扑下半连续
,

一

对每个, 〔见‘一

{正X :

皿 p R e <“
,

g 一补 十 h( 川 一 h( 劝 > 叶 一

刃 是

映射

“ 泛 T (二 )
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仁 {x 〔X : in f R e <、
, 刀一 x ) + h(, )一 h(x )> o }

叨 任 T (梦)

( 4 ) 对每个
: 〔X

,

存在xz 〔X
,

使

K
二
二毛, 〔X

: 。u p R e (。
, , 一 x z

) + h(, )一八(x
:

)镇。冬c= s (: )
“(T (x

:

)

则存在歹〔C
,

使歹〔S (歹)且

提号吕
)R e <切 , “一 ‘>( h(x )一 h(, ) V x 〔X

证明 对每个
z 〔X

,
S (z) 是C 中的非空紧集

,
从而K

:

C S (z) 是紧集
.

由定理5 ,
存在一

点乳〔K
二

使

s u p R e <田
,
歹
。一 x >簇h(x )一 h(歹

。

) V x 〔X
二(T (吞

。
)

于是集合

{ , 〔S (: )
: s u p [ 。u p R e <切

, , 一 x > + h(, )一 h(x )〕簇。}
二〔X 叨 赶 T ‘百)

非空
。

定义F
:

X , 2 叉如下
,
对 V : 〔X

,

F (2 )二 {, 〔S (之) : s u P [
“屯 X

对每个给定的
二〔X

,

由引理圣,
有

F (z )〕{g 〔S (z )
: s u P [

8 ll p
留 之 T (梦)

R e <田
, 夕一 x > + h(, )一 h(x )」戒。}

5 ll p
沙任 T (: )

R e <u , 夕一 x ) + h(夕)一 h(劣)」戒。}

反之
,
若刀(F (二)

,

则刀〔S (z )且
s u p R e <w

, y 一 x > 十 h(, )一 h(x )镇o

切 任 T 心梦)

从而

V x 〔X

in f R e <切 , , 一 x ) + h(, )一 h(x )簇 0 V x 〔X
侧 〔 T (犷)

由条件(3) 有

s u P R e(u , 刀一 x > + h(夕)一 h(x )成0 V x (X
“〔T (‘)

所以
,

刀〔{, (S (之)
: s u P〔s u P R e <u , , 一 x ) + h(夕)一 h(x )〕《o }

劣〔 X “ 咬二 r (: )

综 上所述得
,

F (: )= {夕〔S (z )
: s u P〔s u P R e <u , , 一 x > + h(之/ )一 h(x ) ]《 o }

名〔 X “〔 T (苦 )

由条件(2) 及对每个固定的 f
, x

~ <f
,

冲 在 X 上连续可知
, F (习 是 X 中的闭凸集 , 再 由

F (z )C 了“ )C C
,

而C是紧集「20
,

推论9〕, 若F 有闭图象
, 则可知F是上半连续映射

.

事实上
, 设魂(z

。 , , a

) }
。 。: 〔 g r a p h (F )一诬(

z , 刀)〔X x C
:夕〔F (z ) } , (z

。 , y
。

) * (:
0 ,

, 。

)〔X x q 则有
, 夕

a

〔F (“
a

)
,

从顽尹
a

〔S (z
。

)且
s u p 〔”u p R e <u , ,

。

一 x > + h(夕
。

)一 h(x )〕簇 。
二 C X “乏少 (: )

由于S是上半连续的
, 根据〔22

,

定理 1
.

.

1」
,

从〔S (z
。

)
,

又因为
x
~ <“

,

x> 在 X 上连续
, h 在

X 上下半连续
,
由〔1

,
命题 场4 , 6」,

, ~ “u p [ s u p R e <u , 夕一 x > + h(夕)一 h(x )〕
盆 〔X “ ‘ T (公 )

是下半连续的
.

从而有
s u p [ s u p R e <u , , 。一 劣>+ h(刀。)一 h(x )〕簇。
舀任 1 . 〔甲(苦 )
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故有, 。
〔F (: 。) ,

从而(: 。, , 。

)〔g r a Ph (F ) ,
即F 有闭图象

.

于是
,
由H im m el b er g 不动点定理(见〔2 1〕),

存在歼X ,
使歹〔F (歹) , 即歹〔S( 列且

踢
, R e <田 ,

卜
x >十 h(“)一 h(x )镇o ‘x (X

因为F (夕)C C ,
所以歹〔C

.

证毕

定理 8 设E 是少上局部凸的H a u o d or ff 拓扑向量空间
, X 是E 的非空凸子集

夕 C是X 的

非空紧子集
, F是巾上的向量空间

, <
,

> : F x E 、巾是双线性泛函
,
对每个 f〔尸

,
映 射

x
~

<f
,
冲在X 上连续

.

又设

(1) S: X 、2x 上半连续且对每个
x 〔X

,
S (x) 是C的闭凸集 ;

( 2 ) h: X , R 是下半连续的凸泛函
,

( 3 ) T: X * 2 矛沿X 中的线段关于F 的武F , E )拓扑下半连续
,
对每个夕〔X

,

有

{x 〔X : s u P R e <梅 夕一 x > + h(刀) 一h(x )> o }
“〔 T (: )

仁 {x 〔X
:

in f R e <切
, , 一 x > + h(万)一 h (x )> 0 }

. 乏 T (攀)

则存在夕〔C
,

使歹〔S (歹)且

黔吕
)

Re 枷
,

歹一 x> 劲(x)
一

h(g ) 介〔S( 列

证明 对每个
二〔X ,

定义 G
:

X 、 ZX
如下

,

G (z ) = {, 〔S (之)
: s u P [ s u p R e <阴

, , 一 x > + h(, )一 h(x )] ( o圣
苦‘召 (名 ) , 〔少 (夕 了

注意 S (z )c C是紧凸集
.

类似于定理 7中的证明可得
,

G (z ) = {g 〔S (z ) : s u p [ s u p R e <。
, , 一 x > + h(, )一 h(x )〕( o }

名〔 8 (名 ) 铸舀T (: )

任取x0 〔S (幻
.

因为

刀崎 s u p R e <“
, y 一 x o

>+ h(y )一 h(x
。

)
。
〔T (男

。
)

下半连续
,
所以

K = {刀( S (2 )
: s u P R e <u ,

。(T (%
。
)

’

夕一 x 。

> + h仁夕) 一 h(x
。

)《 0 }

是S (习 中的闭集从而也是紧集
.

由定理5 ,
存在协〔K C 泞(封

,

使

s u p R e <。
, , 。一 x > + h(习

。

)一 h(x )镇0 V x 〔S (z )
二(T (g

。
)

故G (习是非空集
.

再仿定理 7的证明还可知
, G (封具紧凸值上半连续

夕

动点定 理(见〔2 1〕定理 2 ) ,
存在歹〔C

,

使歹〔G (歹)
,

即歹〔S (歹)
,

且

s u p R e <叨
,
歹一 x >成h(x ) 一h峥) 对 V x 〔S 勿 )

叨 屯 , (了)

由H im m e lb e r g 不

证毕

注6 定理 8从多方面推广了〔7」中的相应结果
.

本文是作者在四川大学数学研究 所访问期间完成的
,
作者感谢导师张石生教授的精心指
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. ,

9 2 (1 9 7 2 )
,

i一 4 3
.
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Z h a n g C o n g 一ju n

(D eP a r了m e”公 o f M
a th e m a了ie s ,

H u a ib e i C o a l T e a c人e rs C o lle夕e ,

H
u a 落b e i

,

月。人u 落)

Abs tr a et

U n d c r m u e h w e a k e r h了p o th o s o s a n d i n a m o r e g e 刀 c r a l s e t t in g s o m e e x is t e n e e

th eo r e m s o f s o lu t io n s to g e n e r a liz o d v a r ia t io n a l in e q u a lit ie s a n d g e n e r a l主z e d q u a s i-

v a r ia tio n a l i n e q u a lit ie s a n d m in im a x in e q u a lit ie s a r e e st a bli
s
he d

.

T h e r e s u lt s

p r e s e 。 士e d in th js p a p e r g e o e r a liz o th e e o r r e s p o n d in g r 。s u lts o f [ 3、1 3 1 to t h e n o n -

e o m p a e t e a s e ,
th u s im Pr o v in g th e s e r e s u lt s

.

K ey w o rd , g e n e r a liz e d v a r ia 七io n a l in e q u a lity
,

q u a s i一v a r ia t io n a l in e q u a lit y


