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改进的预处理共辘斜量法及其

在工程有限元分析中的应用
‘

郑 宏 葛修润

�中国科学院武汉岩土力学研究所
,

�� ��年 � 月 �� 日收到 �

摘 要

本文就预处理共扼斜量法 �� � � � 法 �给出了两个具有理论和实际意义的定理
,

它们分别讨论

了迭代解的定性性质和迭代矩阵的构造原则
�

作者提出了新的非� 一矩阵的不完全 � � 分解技术和

迭代矩阵的构造方法
�

用此改进的� � �  法
,

对病态问题和大型三维有限元�’� 题进行了计算 并与

其他方法作了对比
,

分析了� � � � 法在求解病态方程组时的反常现象
�

计算结果表 明本 文建议的

方法是求解大型有限元方程组和病态方程组的一种十分有效的方法
�

关幼词 预处理共扼斜量法 有限元 病态问题

一
、

引 言

设系统的有限元方程组为
�

� � � � ��
�

��

其中� 为
�
阶对称正定矩阵

,
� 和� 分别是 �� 价节点位移和节点力向量

�

目前求解 ��
�

��的最普遍的方法是直接法
�

直接法虽有其优越性
,

但是当 问 题的规模很

大时
,
特别是对于岩土工程的三 维有限元分析时

,

直接法求解常常需要很大的存贮空间和运

算量
,

因而其运算效率就是一个严重的问题
�

迭代法的优点是完全不受带宽的限制
,

能有效

地利用计算机的内存空间
,

因而目前迭代法在国际上又受到了应有的重视
〔略〕�

众所周知
,
从理论上讲

,

共辘斜量法 �� � 法 � 能在有限次 迭 代 中 取 得 方程组的精确

解
,

然而� � 法对于计算过程中的舍 入 误 差相当敏感
,

以至于往往得不到满意的结果
�

正因

如此近 年来一些学者对 � � 法采取了一系列改进措施
,

其中比较成功 的 就是 先 对 系数矩阵

� 进行预处理后再引用 � � 法
,

即所谓预处理共扼斜量法 �� � � � 法 �
�

在� � � � 法中要涉

及迭代矩阵的构造间题
�

迭代矩阵选取的 好 坏 直 接 影 响 到 收敛速度
�

在有限元分析中的

� � � � 法中
,

最著名要数 � � � � �� 等人给出的 � �� � � � �一�� 一� �� � � � 七法〔“〕�

然而我们的

计算实践表明
,
这一方 法不仅计算效率低

,

而且收敛速度也很慢
�

本文在构造迭代矩阵时
,

对� � � �� � � “的工作
〔‘’
在技术上作了改进

,

算例表 明这些改进是富有成效 的
�

份

钱伟长推荐
�
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,

’

二
、

� � � � 法的迭代格式

在对方程组 ��
�

�� 进行预处理后所得到的� � � � 的迭代格式
〔� ’
为

�

给定�
。,

令刀
。
� �

,

对于 �二 �
, � , � , …

� ‘
� ,
� � ‘� 粉‘ �‘

�‘二 �‘� 刀
‘ �‘

� �

八 ‘ 一 � 二
‘� ‘

�
‘

百�
‘

�百� �
‘

��
�

�� �

��
�

���

��
�

�� �

��
�

�� �

叮� �
‘一 王

一 一司万兀刁闷
��

�

�� �

式中�
。

为
路
阶对称正定矩阵

,

我们称之为迭代矩阵
,
己‘是方向向量

, � ‘是非平衡力 向量
,

定义为
�

�一� �一 �
�

��
�

���

由 ��
�

�� � 可见
�
在每一步迭代过程中

,

都要解方程
�

� �� ‘� 一 � ‘ ��
�

��

因此应要求� 二
‘

易求
�

三
、

与� � � � 法有关的几个定理

为节省篇幅
,

对于下面给出的几个引理
,

我们都未加证明
,

其证明方法类似于文献〔�〕
�

引理 � �正交性� 由格式 ��
�

功所得到的一系列非平衡力向量��
‘�

,

方向向量箱
‘�满足

�

�不� 二
‘夕, � � 当 �钾 � ��

�

�� �

盯� 匀二。 当 ‘今� � 
�

�� �

鲜幻 , � 当 �� �
� ,

��
�

�� �

由 ��
�

‘� � 可知格式 ��
�

�� 可在不超过
。
次迭代中取得方程组的精确解

� ’

为了讨论迭代解的定性性质
,
我们引入矩阵 �

� � � 二
‘

� ��
�

� �

在经过�十 �次迭代后
,

可得到
。 � ��十 均阶矩阵

�

势� 〔� 。 � � 。 �
�� 。 … � ‘� 。〕

’

��
�

��

定理 ��解的定性性质� 由格式�� 二 给出的第 �十 � 次迭代解�
‘十 ,

将位于�
。
十 。� � �势这个

超平面内
,

特别地
,

当取 �
。
� � 时

,

有 勿
十 �
〔� � � � 势

�

�“� � � 势表示 由劝的�十 �个
” 维列向量

�� ’�
。

��北所张成的一个线性子空间 �
�

证明 用� 左乘 ��
�

��� 式后两端再同时减去向量 �得
�

� ‘十 一� � , � 刀‘� �‘

用 一 � 言
‘

左乘上式并注意到 ��
�

�� 式得
�

�‘十 �二 � �一 叮��占‘

当 云二 �时 �

��
�

��

��
�

��



改进的预处理共辆斜量法及其在工程有限元分析中的应用

� , 二 � 。一 叮。�占
。
二 ��一 叮。� ��

。

当 宕� �时
�

� �二 � , 一 , ,
� �

�
二 �� 一 � 仁�专

。� 即, � 泞�刀
,

�� 一 粉。专
�
� ���

。

二 〔� 一 �� �‘, �� �〕�
。

用归纳法
,

当 �二 �时 �

� �、 � � 〔� 一 �� �‘, �� �〕�
。

式中
�

��
�

��

� �‘’�� �� � 几�
‘’� 了 又�

�

��

是 � 的一个 �次多项式
,

�心
‘� �苏�是由�叮

, ��北和 �刀
, ��北所决定的系数

�

由式��
�

��
,

� � � ,
� 一 � 百

‘夕�十 �二 � 二’�� 一 � � �
十 �

�二� 万
‘

� ��
�一 � �

� ,

�� � � 
。一 P :

十 l

)

r 。
== S ( P

:一 P
。

)

这里P
。

是方程组 (1
.
功 的精确解

.
(3

,

s) 、 (3
.
的得

:

r:、 ,
=

r 。一 S (P
z十 1 一 P

。

)

又由L3
.
6)

、

(
3

.

1 0
)得 :

P :, 、“P 。
+ F

(‘)
( S )

r 。

若记
:

劝二 〔r
。

S
r 。

S
Z r 。 … S ‘r 。

]

则(3
.
n )可表示成

p ‘+ ;“夕。 + 劝凡(‘,

( 3
.

8 )

( 3
.

9 )

( 3
.

1 0 )

( 3
.

1 1 )

( 3
.

1 2 )

其中形
‘’
是由{心

乙,

璐北所组成的 一 个 l+ 1 维 向量
.

位于 p
。十 S p a n 沪这个超平面内

.
证毕

.

为了衡量解的误差
,

我们引入 下列误差函数
:

上式表 明第 l+ 1 步迭代的近似解 p
‘+ ,

将

二( , ‘十 ,

) 二
一

丢(*
, 一 , ‘十 :

)
少
、(,

‘一 , : 十 ,

)

乙
(
3

.

飞3 )

由(3
.
8)到(3

.
11)式得

:

P ‘一 p ;十 ,
= 〔I 一 S F (正)( S )」:

。

这里
。。

= P
:
一 P

。,

因此
-

(3
.
14)

~ , 、

1

, , ,
。 一

, 、 , 。 、 _ . , , , ,
。 一

, 、 , 。 、 _

君 又P I+ z) = 万 ￡乙Ll 一 。 厂
、” t 。 ) J

’

八 Ll 一 0 厂
气’ 产

L 。 ) 」￡
o

乙
(
3

.

1 5 )

上式说明E 是 l次多项式F “’
( S ) 的一个二次能量泛函

.
若记了

“’
为所有 l次多项 式的全体

,

则当F “ ,取不同的多项式时
,

就会得到不
、

同的误差
,

然而由引理 1可以证得
:

引理2 (极小值原理) 由P C C G 法所给出的多项式F
(‘’

( S )使得误差泛函E 取极小值
,

即
:

E (p ‘
十 ;

) !
P e e G

= m i
n

F
(‘1
( 梦

r l
甲 , 二 。 。

, 、 , 。 、 _ ,
~

, ,
。 。

, , 、 ,
。

、 _ 、
嘴下

一￡右L J 一 O 厂
、’ /

又O )」
‘

八 LJ 一 0 厂
、 . ,

L O ) 」己。 之
(百) k ‘ 夕

( 3
,

1
6

)

有了上述引理
,

我们可以得到
:

·

定理2 若矩阵S 二K ;
‘
K 仅有

犷
个彼此不同的特征值

,

则P C C G 的迭代格式 (2
.
” 可

在不超过
:
次迭代中取得方程组(1

一
1) 的精确解

.
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证明 因为K
。

和K 都是正定对称的
,

所以存在非奇异矩阵Q 和凡 使得

K
。
二 Q

T口
,

K
二 R

,
R

从 而

S = K 二
‘

K
=

( Q

一 ‘

Q

一 ,

) ( R
,

R ) 二 Q
一 ’

〔(R Q
一 ’

)

,

( R Q

一 ’

) 〕Q

即S 相似于对称正定矩阵 (R Q
一 ’

)
,

( R Q

一 ’

)

,

所以S 的特征值都是正数
.

(3
.
17)

不妨设S 的彼此不同的特征值为 元
1, 棍, … , 之

:
(r < n)

,
由 兄一矩阵理论知S 的最小多项

式为

帆还) = n (元一几) = C n (1 一抑之
,

)

玄二 l 落二 1

= C 〔1一几户‘’ 一 ’)
(凡)〕 (3

.
18 )

式 中c 二 n
C ‘

,

产
, 一‘’

(幻是几的一个
, 一 l次多项式

.
再由C ay ley 一H o

m il
to

n 定理 知S 满足
‘上 1

切( S ) = C 仁I 一 S 户(
, 一 ‘)

( S ) 〕= o ( 3
.
19)

根据 (3
.
n )

,

若取

P ,

= P

。
+ 户(

r一 ‘’
( S )

r 。
(
3

.

2 0
)

则由 (3
.
1的 知 拓 的误差E (P

,

)
= o

,

即P
,

是方程组 (1. 协 的精确 解
.
但由引理 2知格式

(2
.
1) 所给出的多项式F

‘, 一
”
( S )在同类多项式中使误差泛函取极小

,

故可以 说 P C C G 法可

在
: 步内取得小的精确解

.
证毕

.

四
、

关于迭代矩阵K
a
的构造方法

由定理 2 可知在构造K
。

时
,

原则上应使K 石
‘

K 离散的特征值尽可能她少
,

但 是考虑到

K
。

的存贮及方程组 (2
.
2) 求解的简易性

,

又要使K
。

易于分解
.

目前在有限元法中
,

构造K
。

的最著名的方法是H u g h e。 ( ‘9 8 3 )提出的 E le m e n t
一
b y

-

El
e
m

en
七法〔3 , ,

这一方法是在单元 一级完成对K
。

的构造的
,

其基本思想是使K
。

充分近似

于K
,

K

。

的表达式为

(4
.
1)D

1.esJto
、

,T己
D LL

从
n州r吸f

.
L

D一一aK

式中
,

ne 为系统内的单元总数
,

D

。

是由K 的对角元所组成的对角阵
,

岛D eL 否是单元
e 的 (I

十 八K 曹) 的C h o le ok y分解
,

即

I + 八K 誉= L
eD
e
L 苦 (4

.
2 )

而 △K 曹二 D 万
’
,2 △K

e
D 护/2 (4

.
3)

其中A K
。

是令单元 ‘ 的刚度矩阵K
。

( 阶数扩张到
。
) 的对角元为零后所得到的矩阵

.

由 (4
.
1) 可见K

。

是在单元一级完成其构造的
, 然而我们的计算结 果 发现 E le m en t-

b y一E l e m
e n t 法有如下几个缺点

:

1) 在求解 K ar 二 一 g 时
,

需对单元进行循环
,

且每个循环体内都包括向 后 和 向前回

代
,

因此
,

当单元数较多时
,
完成P C C G 的一次迭代就需要较长的机时;

2) 由 (4
.
1) 可见

,

在求解K
。 ,

= 一 g 时
,

需进行频繁的内/外交换
,

从而降低了 求解

效率 ,
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3) 我们的算例表脾、 E l e仇。n
t 井b卜皿

em en七法的收敛速度有时是很慢的奋

我雨认为造成3)的原因是系统内存在某些单元其I+ △K 竺非正定
,

从而破坏了K
。

的正

定性
,

而由
一

引理 1 可知当且仅当K
。

正定时
,
才能保证格式 (2

.
1》收敛到真解

. - - -

本文是基于下面两个引理及Jen ni n g :的工作
, ‘1来构造K

。

的
. -

引理 3 (C h ol e sk y分解) 设K 为正定对称矩阵
,
则K 存在分解

亥二 U
牙
U

其中U 是上三角矩阵 , 对于‘二1, 2 , …

。

U
”== 。 当 i> j

U’
‘一

伊
“一

〔蒸
U:。〕

‘) :

}

‘

U 一{
K ‘, 一

!蓉
U:‘U : ,

〕
‘》 :

”一 1 -

} /

U
!

“
‘一‘+ ‘,

一
‘

一
” ,

如果按照程序彼例可将上式改造成下式
:

对于 i二 土
,

2, 二 , 。一 1 ,
j 二玄+ 1 , … ,

U
‘, 一 K

‘, 一

【彭
U!‘。!,

]

‘) :

U
‘, 一

{

K
, 。一

!氮
U, ,

工
》 :

}

‘

row l*
、

(
4

.

4
a

)

(
4

.

4
b

)

U

‘, ‘ U
‘,

/ U
“

( 4
.
4 e )

与一般的L U 分解过程不同的是上述分解法是按照行 的

顺序形成矩阵U 的 (见图1)
.

引理 4 (不完全 L U 分解法) 设K 是对称正定的
,

K 二U
,

U 十R

III

一
}}}

圈1 按行序形成口月
、

则K 存在分解

(4
.
5)

其中U 是非奇异的上三角矩阵
,

且U 的结构可由某一规则厂来决定
.

J en ni n g 。证明
f‘’当按下述规则了对非对

一矩阵K 施以不完全分解时
,

值不小子K 的最小特征值
.
设陇〔。

,

均为某一给定的正数
.

1) 粉用 (4
.
4a ) 修改K 中的第 ‘行

,
若修改后的元素U

‘,满足

1认
,

!
2

< O K
“
K
j ,

则计算

U ,
U 的最小特征

t= U “
/ U

, ,

U
“ == U

‘:
+ 斌下IU

‘,
1

。 , , 一方
, , +

李队
,

r

“
V t

’

(

4

.

6

)

(
4

.

7

a

)

(
4

.

7
b

)

(
4

.

7
。)

然后令U’
, ‘ o 丈我们称元素 (i ,

j) 牺牲了) , 若U 。不满足 (4
.
6)

,

则保留 U
, ,
并修改本行

内的下丫元素K
‘, , 十 :一注意在 (4

.
6) 和 (4

.
7) 诸式中的U “ ,

U
了, 和 Ut

,
是分解过程中的当

前值 ,

2 ) 经步骤1) 将第 ‘行的所有元素都修改完毕后
,

由于牺牲掉的元素对 K “ 作了贡献
,

所以应按 (4
.
4b) 将K “修改成U

“;
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3) 由 (4
.
4。) 对第 ‘行再作一次调整

,
注意牺牲掉的元素已不复存在

. - .

在上述过程中
, 口决定了U 中非零元素的数目

,

若0较小则 U 就较稠密
,

一

反之
‘

U 就较稀

疏
.
特别地

, 当取 0一 0 时
,
将相当于完全L U 分解

,

而取 o= 1 则将牺牲所有的非对角元而
使U 为一对角阵

.
我们认为在实际计算中

,

应根据计算机内存的大小及问题的病态性质来选

择 0值
.

算法了的一个不足之处是
:
若分解前第 ‘行带宽内的某一元素 K , , ‘0, 分 解 后 (即经

步骤1) ) 所产生的 U
‘, 斧0, 且U

‘, 不满足 (4
.
6) 式

,
则根据算法了的规定斡应保留此新增

的非零元素U
‘, ,

这样就仍然存在着完全L U 分解法中的非零填充问题
.
为了节约存贮空间

,

普律古程 (2 2) 的隶解
,

我们在技术 卜对算法了作如下改讲
,

i) 利用 (4
.
4a) 修改K 中第 ‘行

,

如果修改前的某一元素 K
‘
}‘ 0, 修改后所产生的元

素U 月今。,
则按 (4

.
7) 将U

‘,
对U

:‘和U ”作出贡献后
,

牺牲掉该元素 U 川 若 K
‘, 斧。

,

则仍

按算法了的规定进行处理
. 一 、

1 1 ) 和111) 分别同原算法的2)和3)
.

本文用上述改进后的不完全L U 分解法并取 K
。
= U

少
U

,

算例表明这种构造K
.
的方法十

分有效
.
这表现在(1

.
1) 使U 至少保持了原系数阵K 中非零元素的分布结构

,

且其半带宽不

大于K 的半带宽 ,
( 2. 1) 简化了方程 (2

.
2) 的求解

.

五
、

算 例

例1 H ilb er七病态问题

为了考核算法对病态方程组的数值稳定性
,

我们以著名的H il b ert方程组

H 戈 二b

作为算例
,

其中
:

(5
.
1)

1
,

二
、 _

月 ‘,
=

一

‘有二r
气, , J ’ ‘, 乙,

’ “

” “ )

若取认= 云 H 。 则方程组 (5
.
1) 的真解为为二卜

了. 1

H il b er 七矩阵的病态性是如此的严重
,

以至于 当用全主元高斯 消 元 法 去求解 (5
.
1)

时
,

若取单精度字长运算
, 当。

> 6时
,

结果就严重失真
,

采用双精度时
, 。只能取到11

.

考虑到H 的严重病 态性
,

我们取0= 1
,

即使H
。

( = K

。

) 为对角阵
,

以减少分解及解方程

H
。 r

= 一 g过 程中有效位数的丢失
.
计算时我们取最大相对误差E “, 满足

:

E (‘) = n l a X

1“ ‘.

1
二‘一二

l
‘’
1

!
劣‘】

< 1肠 (5
.
2)

99昭9996勺
�”U介U�“UO

‘

2

J
O门
百.

n,
‘
几上,

zl韶2324
几,,
口尹O几叨
�

n,曰�
一托一O
子

:

,有

�

“U�11n�Un
�

34
57

21
,10巧20

时终止迭代过程
.
此时解向 量 二“ ,

中各分量的

有效数字的位 数不低于 2
.
表 善给出了

”
取不

同阶数时单精度下的计算结果
.

同样取最大相对误差为 1肠
,

而把精度改为双

精度字长后
,

计算结果如下
:

当 n《60 时
,

迭代次 数 l《5, 当 70 簇。
(

2 4 0 时
,

l 二 6 ;

表1 单精魔下川lb er t方粗组的计林结票

叹数{
’

迭代产数
相对误差
E ‘扭’(多)吧竺竺竺{矍琶
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代次数不仅未随
。 的增大而提高

,
、

反而有所下降
.
这就是对上述结果中的反常现象的解释

.

例 2 工程病 杰问颖
·

)

,

图 2 为一高弹模 (E ,
= 10

6
M P

a
) 的基础作用于一软 弱 地 基 (E

Z
二 10 M P a ) 上

.
若在

基础和软基之间增设一层节理单元
,

刚无病态现象
, 但是当基础与软基之间作为直接联接处

理时
,

则将产生严重病态的有限元方程组
。

10
O N / 耐 瓦》凡

}}} {{{} ……}
;;;
LLL 日日_________}}}}}

刃刃:
,

刀
:::

圈2 基破与软‘问川

今固结两种介质
,
并用本文所建议的改进的 P C C G 算法来求解

.
考虑到对称性仅取一

半进行分析
.
图 笋是网格图

,
其中基础和接触区是 8 节点的二次等参元

,

过渡区用4一8变节

点的四边形单元和3一6变节点的三角形单元
.
图 4是网格变形图

.

本例当将网格加密后
,

即使一个四边形单元分裂成 4 个四边形单元
, ’

一个三角形单元分

裂成 4 个三角形单元
,

结果是收敛的
,

而采用直接法或当今比较流行 的 5 O R 法时结果却不

收敛
。

例3 大型岩体工程问题 的实例
【’”

图 5为位于湖北某地的二重力拱坝 (坝 高151 功) 连同复杂地基的三维 有 限 元 计算模

圈3 例2中的网格圈 目4 例2的网格变形困



,6 几
r

_
_
___

郑
_
宏 葛 修 啊

一 _ _

l

翻‘ 某工程的有限元橄理

型
.
模型东西 长 1400m

,

南北 宽 900m
,

高

60 Om
.
模 型中考虑了三条大 断层和两条软弱

夹层
,
共1428个8一20节点等 参 无

,
4 1 7 个s一

16 节点的节理单元
,

节点总数为32 80
.

我们在带有加速板 (D efin iC0n 780
十

) 的

1B M /A T 微机上
,

分别用S O R 法和本文建议

的改进的 P C C G 法计算了本例
.
这里仅 给出

静水压力情况下两种方法的计算结果
.
取精度

“满足

: {
奋

、甘公
产

奋 奋
, 一司如 ~ 州卜. ‘

闷卜 叫卜

中 士 刁卜 十 ‘

曰卜 曰卜 曰卜 叫 卜

币 十 十 十 十’

十 中 令 十
、

今衬衬 协+宁喊拭 七二
.

毕氨伊
。, 一」

{豁
<娜

哪 性力拱坝的上下游农宙钩主场力分布.
卜 。

一 ‘
一 。
、

时终止迭代过程
.
S O R 法的迭代次数为25。。次

,

机时为 4
.
5 小时

,

本文建议的 P cc
G 法的

迭代次数为393 次
,

机时仅为 1 小时40 分
.
在计算过程中

,

S O R 的精度呈跳跃状
,

而P C C G

法的精度则基本上是单调下降的
.

图6 给出了静水压力情况下此重力拱坝上
、

下游表面的主应力分布图
.

应用数学杨
六

、

结 论

通过上述分析
,

我们可以得出以下结论
:

( 1 ) P C C G 算法的迭代次数取决于矩阵 S = K 二
‘

K 的离散特征值 数 目和所给定的精

度;

( 2) 改进的P C C G 算法对于常见的病态问题有很强的求解能力,

( 3 ) 改进的P C C G 法是在微
、

小型机上求解大型三维有限 元方程组的一种十分有效

的算法
.
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