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摘 要

本文对色散方程
u ‘~ 洲

二 : :

构造了一类高稳定性的
、

在中间层涉及四个网格点的三 层显式差分

格式
,

其局部截断误差为O (
: 十 h )

,

其稳定条件为 }R l二 }川叮尸《。
.

25 至 IR !《 10
,

它们较 大 地

改善了同类格式的稳定条件 !尸 {《。
.

25 〔11
.

关健询 色散方程 四点显式差分格式 窝高稳定性

一
、

引 言

近年来
,

由于人们对孤立波的兴趣
,

在色散方程
。‘一au

: : :

( a 是常数
,

可正 可 负 ) 的差

分解法上给 出了一系列格式
.

在联系
。 、 。十 1层的两层显格式与联系

, 一 1 ;
n , , 十 1层的三层

显格式中
,

所谓
“
k点格式

”

是指它在
”层的网格点的分布区间的长度等于klz

.

目旅 较好的稳

定条件是
:

}R l《 0
.

2 5 “ ’(四点格式 )
,

IR I成 0
.

7 0 1 6 〔7 ’(五点格式)
,

}R l成1
.

1 5 5 1 『“, ,

}R !

成 1
.

3 5 7 5 仁’‘’(六点格式 )
,

jR I簇 2 〔“’,

IR }《 2
.

3 8 2 4 〔4 , ,

}R j《 2
.

3 9 4 5 『”
, 8 ’(七 点 格式)

,

!R !

成4
.

0 1 1 1 「。’(八点格式 )
,

!R !( 5
.

3 9 7 6
,

}R }《5
.

6 1 3 2 〔” (九点格式 )
.

上
{

述 格式
,

四点格式

为两层
,

精度为O (h)
,

其余格式为三层
,

精度为O (矿)
.

本文对色散方程
。:
一 au

: 二 二

引入带参数P
。,

P : 与P
Z

的三个附加项
,

构造了一类三层四点显

格式
,

其局部截断误差为O ((P
。

+ ] / 2 ) : + (P
,
+ 1 / 2 )h + P Zh

么

)
,

其稳定条件为 !R }成f(P
。,

P
工,

p
Z

)
,

f是其变元的增函数
.

例如
,

f(o
, o , o) = 0

.

2 5 ,

f(2
, 0

.

5 , 4
.

5 ) = 1
.

2 5 ,

f(4
, 2 , 9 ) = 2

.

2 5
.

本文结果较大地改善了条件 !R !( 。
.

25
￡”

.

应 当指 出
,

加大参数值还可以改进本 文第三节列

出的稳定条件
,

但由于截断误差项含有因子 (P : + 1/ 2 )h
,

参数值不宜过大
,

否则
,

将降低格

式的精度
.

差 分 格 式

假定网域是求解区域中的点集(二 . , 矛
,

)
, 二。一 m h

, t。一二
, 。 , n

整数
, ,

> 0
.

这里
r = △t ,

h = △二表示网格宽度
.

假定R 二。 :
/h

“一常数
.

钱伟长推荐
.
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对色散方程

邵。~ 口“: : 二 (2
.

1 )

引入三个附加项得到
“.

+ P
。了“‘, “。“

: : :

一P
‘
hu 二‘+ P

Z
h

Z“, 二 :

(2
.

2 )

其中 p
。,

P
,

与九是参数
.

对方程 (2
.

2) 作差分替换得到逼近方程(2
.

均的两个差分格式
.

1
.

对
。> 0 ,

有
“盘

于 ‘一“共
+ P

。

肚柔
干 ‘一 2“二+ u二

一 ’

T

十 , 一 3 “集+ 3 u默
一 l一 , :集

一 2

)

呱
_ :
一 “二二l
r

.

” + 1 _
.

,

”

_ ,二
一

二卫 些

、
T /

、
、..产

.

一
�

几爪嵘
+ : 一 “柔二

r

一 2 嵘型二脸 +
一

卫扣二丝

T 丁
( 2

.

3 )

”爪/‘.、
龟

/‘.、恤PJ热
a�尸十十

一一

对
。< O ,

有

“盆
十 ‘一 u及

r
+ P

。

u黑
+ ‘一 2“集+ u 氮

一 ‘

丁

一

尽
‘。 :一

3 “: 一 + 3“ : 一 ”豁一 )

十 。
,

‘片卫型拼
一 .

、 T

“盖
辛 ’一 :‘氛
丁

+ , :

(
嵘

+ , 一 “氛军孟
丁

_ u 二十1 一 “之
一 艺 一一

一一
二艺一

十
轰
一 , 一 “票二;

丁

一

) ( 2
.

4 )

不难验证
,

格式 (2
.

3 )逼近方程 ( 2
.

飞)的局部截断误差为O ( ( P
。+ 1 / 2 ) : + (P

;
+ 飞/ 2 )h + P

Z

人
2
)

.

在( 2
.

3) 中用 ( 一 h) 替换h,

用 : 侧 ,
替换

。
~

J ,

则得格式( 2
.

逸)
.

三
、

稳 定 性 分 析

假定
a ) o ,

令
‘’。,

“盖= 又
. e x P〔ia 戈。〕 (护= 一 ], a实数 )

代入 (2
.

3) 得到特征方程

A几2 + B久+ C = 0 ( 3
.

1 )

{
A 二 1 + P

。
+ P

;
+ 2P2 ,

C“ P
。
+ Ple x P〔一 i切j + ZP : e o s切, 沪= a h

B ~ 一 A 一 C 一R D
, D 二 e x p [ i甲〕一 3 + 3 e x p 「一 i切〕一 e X p 〔一 12甲〕

( 3
.

2 )

下面用几
: , 几:表示方程 ( 3

.

1) 的两个根
.

弓l理 1‘”’ 若存在正数
r 。,

方程 (3
.

1 ) 的系数对o< ‘
戒

丁。

及一切实数
a
有界

,

】几
2

}《乙< 1, ( d是常数
,

与
: , a无关 )

,

则差分格式稳定
.

引理 2[ ”’
若方程 (2

.

1) 满足条件
,

IA }> !C }
,

}通B 一石C l簇 }A }“一 !C }
“

则有 }泥
,
}《 z

,

{泥2 !< 2
.

且 ]几
,

I《1 ,

( 3
.

3 )
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假定对方程 (3
‘

1) ~ (3
.

2) 有 】久
;

!> !又
2

[, 则有

. 。 . 。 _
, . , .

{ C 】 _ 下
‘人

2
’
“

气 ’‘ 1‘” 一 ‘A
一

{气 {

P
。 + P

l
+ 2P

2

] + P
。+ P

: + ZP
, (P,

> 0)

1 / 3 (P
。
= 0 ,

P
Z
= 一P , = 1/ 2 )

由此推出 !久
:
!《占< 联占是常数

,

与
: , a无关)

.

应用引理卜 2便知
,

用不等式 (3
.

3) 导出的对网

比R 的限制是格式 (2
.

3) 的稳定条件
.

由(3
.

2)算得

又B 一石C = R (C D 一万D )一 (A河一 C口)二R G 一刀

代入 (3
.

3) 得到

G 口R
Z一 (G + 口)E R ( o (3

.

4 )

这里

G = C D 一河D = (P
。
+ ZP

: 夕)刀一 (1 + P
。
+ ZP

, + 2P
2

)D

二C
,

D 一C ZD
,

(g 二 e o s切)

C口= (C , + C : )
“

D D 一C , C
Z

(D + D )
2 ,

G + 口= (C
, 一 C Z )(D + D )

,

D D = 8 (1 一 g )
“,

D + D = 一 4 (1 一 夕)
2 .

显然
, 夕一 1时

,

(3
.

4) 式对一切R 恒成立
.

不失一般性
,

下设夕斗 从 由 (3
.

4) 解得 (2
.

3) 的稳

定条件

IR I( f(P
。 ,

P
I ,
力

2

)一 m in F (刀) (3
.

5 )
一 1〔 g < 1

其中

F (夕) =
(C

:
一 C

I

)E

[ (C
, + C

Z

)
“一 C

,
C

Z

Q〕Q

户
一 ’

少
2

些
、

E 一月A 一 C C -

C
Z
= 1 + P

。
+ ZP

, + ZP: ,

Q = 2 (1 一 夕)
,

(C
Z
一P

了

)“一 (C
,
+ P

, 夕)
2
一户f(1 一犷)

因为O ((p
, + 1/ 2 )h) 是格式 (2

.

3) 截断误差的主要部份
,

求 f时
,

我们先给定 Pl
,

再应用

优选法选择P0
,

九使f取极大值
.

对表1中的参数值
,

f一 F (一 1 )一 (1 + ZP
。

)/4
.

PPP ooo 000 _ _ _

肚
_

_
_ _

几
_ _ _

‘

一乡 一卫
_ 一~

⋯一些_
_ _ ’

”
·

乓
_

_ _

!- 色 仁
_

生
_

{
竺乞乞

000000000000000000000 0
.

, 1 1
.

1 2 3 5
.

1 0 1 555户户iii 一 0
.

55555
ppp 222 {{{{{

fffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffff

⋯⋯⋯一
-

正歹
, _ _

0 一

几飞一
几

- -

一
获一丁一

万矛
一

三万匹
_

_ 」

二〔〔
一一一万玉)一百几{ 一而i

一 {

万丽
- -

一而
一

万云一
〕

一
了而一

{ 4
.

25 一介
。
几。一一

格式 (2
.

3) 的截断误差
,
对第一列参数值为O (尸 )

,

对于其它列为O (h)
.

重复前面的推导可以证明(3
.

5) 式也是格式 (2
.

4) 的稳定条件
.

四
、

数 值 例 子

假定
“‘= 四

: : :

与初边值条件确定的解为
“(劣

, t) = e 0 8 (劣一 a t) + e x p (劣 + at ) (0《劣《1 , t》 0 ) (4
.

1)
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取步长 h ~ 0
.

05
.

以 。轰表示用格式 (2
.

3 )或 (2
.

4) 算出的解
.

我们的主要 目的 是考 查 稳定条

件
,

因而对解的准确值试二。 , t
”

)
、

差分格式要求的初值
、

边值及开始值均用 (4
.

1) 计算
.

下

面列出相对误差1 一嵘 / u( x 。 , t
,

)的部份数值
.

衰Z a = 4
.

格式 (2
.

3 )

\ 、

\\
”

}

\\ } “

一二一一一全泛
!

-

一
-

—一
-

0
.

4

0
.

8

7
.

72E 一 7

1
.

2 9 E 一 6

4
.

5 0E 一 6

1
.

4 5E 一 4

1
.

5 6E 一 3

1
_

1 2E 一 2

2
.

2 1E 一 4

1
.

S6E 一 3

9
.

0 0E 一 3

0
.

2 5

2
.

2 5

1 0

目、Jl气」口山山峥n�

:
,山

n�O山7
.

72 E 一 7

1
.

3 0E 一 6

3
.

86E 一 6

1
.

2 0E 一 4

1
.

91E 一 3

1
.

3 9E 一 2

2
.

3 0E 一 4

1
.

g OE 一 3

1
.

0 3E 一 2

襄3 a = 一 4
,

格式( 2
.

4 )

\\

0
.

4
7

.

02E 一 7

1
.

5 6E 一 6

1
.

2 1E 一 3

3
.

3 3E 一 3

1
.

3 4万 一 3

3
.

3 2E 一 3

一 1
.

2 5

一2
.

2弓

口山曰j
0

.

8
7

.

1 8E 一 7

1
.

6 0E 一 6

2
.

02 E 一 4

5
.

3 3E 一 4

1 5E 一4

3弓E 一 4

一 1
.

2 5

一 2
_

2弓

衰 4 a = 4
,

格式( 2
.

3 )
,

h= 0
.

0 5 , : = R h 3
/ a

. t二 。 :

允一0
.

2 5

n = 4 02

矛= 0
.

00 3 14 1

刀= 2
.

2 5

“ = 4 5

t一 0
.

00 31 6 4

0
.

2

0
.

4

0
.

6

0
,

8

0
.

7 4 2E 一 4

2
.

2 1 E 一 4

2
.

9 4 E 一 4

2
.

3 0 E 一 4

2
.

8 1 E 一 4

7
.

0 5E 一 4

7
.

4 7 E 一4

5
.

SOE 一 4

R 二1 0

” = 1 0

才= 0
.

0 0 3 1 2弓

1
.

3 4 E 一 4

1
.

S4 E ‘4

1
,

6 3 E 一 4

1
.

6 SE 一4

衰5 a = 一 4
,

格式( 2
.

4 )
,

P。二 o
,

P‘= 一P , = 0
.

5 ,

R = 一 0
.

2 5

0
.

2

0
.

4

0
.

6

0
.

8

1
.

27E 一 8

1
.

2 0E 一 8

1
,

2 8E 一 8

1
.

4 0 E 一 8

2
.

89E 一6

4
.

6 SE 一 6

4
.

0 1E 一 6

1
.

3 9E 一 6

7
.

1 3E 一 6

8
.

SSE 一 6

5 9 4E 一 6

1
.

79 E 一 6

表 2
、

3说明
: 1) 计算过程稳定

.

,

验证了稳定条件(3
.

5 ) , 2) 对同一步长 h 和相同的计算步

数街 R值越小
,

精度越高
.

表 4 说明
,
对同一 t值

,

误差的阶相同
、

此时
, R 值大对应的, 值小

,

即计算步数少
,

这



色散方程的四点显式差分格式 2 2 3

在一定程度上反映了稳定性好的格式的优越性
.

计算表2 , 3的格式的精度为O (h)
,

计算表 5的格式的精度为 O (护 )
,

这点可从三个表中的

数据看出
.
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