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摘 要

本文研究某类二阶非线性向量微分方程初值问题
。 护工 ”= f(t

, x , x ’ , 。
)

二(o
, 。)二 a , 二 ‘

(o
, :
)二刀

的奇摄动
,

其中
r

> 。为任意常数
: 。

> 。为小参数
, 二 ,

了
, a ,

八 刀
” ,

在适当的假设下
,

利用多参数展

开法和对角化技巧
,

证得摄动问题解的存在和导出解的高阶的一致有效渐近展开式
.

关抽词 非线性系统 奇异摄动 多参数展开 对角化技巧

一
、

引 言

关于纯量的二阶非线性微分方程的初值问题的奇摄动 已有人详细地研究过
,

而对于向量

二阶非线性微分方程初值问题的奇 摄动的研究还不多
,

特别是在方程的最高阶导数项带有小

参数 e’
, : > 。的情况

,

还未见有他人研究过
.

本文将利用多参数展开法和对角化技巧研究如

下的二阶非线性系统的初值 问题
:

。r
x l,
一 f(t

一x , x , , 。) (1
.

1 )

劣 (o
, 。)一 a , x , (o

, 。 )一刀 (]
.

2 )

的奇摄动
,

其中
。> 。为小参数

, r > o为任意常数
, x ,

f
,
a ,

刀〔R
” ,

并且二和f都有关于
。 和扩的

二重渐近幂级数展开式
,

当这些参数都趋向于零时
.

为了确定起见
,

我们假定文中所有向量都是列向量
.

对于向量函数或矩阵函数 A (t
, 。)二

〔a ‘, (*
, e )J〔C (〔o

,
T 〕x [ 0

, : 。〕) 规定范数如下
:

, A (‘
, ·, ‘一

(石
(一 (‘

, ·, ,
’

)
‘’2 ,

,,A (‘
, ·, ‘, - 1l la X

O犷 t 芝
一
T

O
: 一￡乏一 e。

}A (才
, 。) !

其中
。。和T 为某个正的常数

.

二
、

形 式 渐 近 解

为了构造形式渐近解
,

我们先引进变量替换
:

.

了 ~ y ,

则问题 (1
.

1)
、

(1
.

2) 化为

.
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。f

夕‘一 f(t
, x , 夕, 。)

, , (o
, 。)二刀

我们假定下面四个条件成立
:

(2
。

1 )

(2
.

2 )

I) 方程 f(才
, 二 , 夕,

0) 二 o 在变量〔t
,

劝空间的某个有界闭区域D 上存在满足下列条件的解

夕= 甲(t
, x )

:

1) 切(t
, x )为 D 上的连续函数

,

2 ) 当(r
, x )〔D 时

,

(r
, 二 , 切(r

, 戈))〔G ;

3 ) 解刀二切(t
, 二)在 D 上是孤立的

,

即存在 , > o ,

使得当 。《 11刀一甲(t
, x ) }}( 刀

,

(t
, x )〔D

时有f(t
, 戈 , 夕)子 0

.

其中G 为变量(t
, 二 ,

功空间的某个开域
.

I ) 退化问题

x ,
一刀

, 二 (0
, o )一 a , o一 f(t

, 二 , 刀 , 0 )

在o《t《T 上存在着充分光滑的解(厉
。

(t )
,
歹
。

(t ))
.

l ) 存在常数
。。> 0 ,

d
。

> 0 ,

使得在 o《才《T
, o簇

。《。。 ,

}}二 一 愿。(才) l}《d
。 ,

}}, 一歹
。

(t ) }{

成d 。
中了关于每一个变元都是充分多次连续可微的

,

并且f
,

(t
, 万。(t )

,

歹
。

(t )
,

0) 的每一个特征

值有小于零的实部
,

即R e凡‘《一 k < 0
.

W ) 引进附加方程组

d 歹/d
: 一l( 0

,

刀
,

刃
,

(: 》 0) (2
.

3)

及初始条件

歹(0 )“ a (2
.

4 )

问题 (2
.

3 )
、

(2
.

4) 的解夕(动满足下列条件
:

1) 歹(
T )。甲(0

, a )
,

当r ” co 时 ;

2 ) 点 (o
, a ,

歹(二 ))〔G
,

当 : > 0时
.

现在我们来构造摄动问题 (2
.

1 )
、

(2
.

2) 的形式渐近解
,

设 厂2
.

均
、

(2
.

2) 的解二 , , 都可 以表

示为下列形式
:

之(t
, : )= 乏(t

, e )+ 17 2 (r
, 。)

, : 一 t/ 。
子

(2
.

5 )

其中

: (, , 。)、E E
。‘e r 了; ‘, (r) (2

.

6 )
畜一 0 j . 0

刀: (:
, 。)、乙 乙

。‘。r , H z ‘, (r ) (2
.

7 )
‘口 0 夕一 0

因而方程 (2
.

1)
、

(2
.

2) 可化为

d H x

J T 一扩歹+ 扩刀 , (2 一8 )+心dfC

二 d丙门~

—与一
一

a T

二f(f
, 至+ 17 二 ,

歹+ 17 夕
, e ) (2

.

9 )

与 x , , 的表示式类似
,

我们也把f表示为下列形式
:

f(t
, 矛+ H x ,

歹+ H 夕
, e ) = f(t

, 至(t
, : )

,

梦
、

夕(r
, e )

, 。)

+ f(t
, 牙(t

, e )+ 汀x (: , 。)
,

歹(t , 君)+ H 夕(r , 。) , 。
)
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一 f (矛
, 勇(t

, 。)
,

歹(t
, 。)

, 。) = 了+ H f

把 (2
.

6)
、

(2
.

7 )代入 (2
.

8 )
、

(2
.

9 )
,

我们进一步把了
,

H f表示为
已 和 扩的幂级数

:

了二f (r
, 云(t

, 。)
,

歹(t
, e )

, 。)、f(t
, 牙。。(t)

,

歹
。。

(r)
, o)

+ 兄
。‘。r , 〔了

二

(t、, ‘, (t) + 了
, 了t)歹‘, (t) + 了

‘, 〕
落+ J 户 1

中其矩阵元素 了
:

(t)
,

了
; (t)分别为 f

:

(t
, , 。。

(t)
,
歹
。。

(t)
, 0

、 ,

f
,

(t
, , 。。

(t 、
,

歹
。。厂 t)

, o )
,

了
‘,
是由

勇‘, ,

歹: ,

构成的函数 (o戒l或i
, 0 ( P《j

,

l+ P< f+ j)
.

同样地
,

也可把刀f表示成
。和。 ,

的幂级数
:

H f 二f
、t , 勇(t

, 。)+ H x (:
, 。)

,

歹(r
, 。 )+ H , (:

, 。)
, 。)

一 f (*
, 刃(t

, e )
,
歹(亡

, 。)
, 。)

= f(
。r r , 无(。

r二 , 。)+ 刀二(:
, 。)

,

歹(。
r : , 。) + H 夕(:

, 。)
, 。)

一 f (
: r : , 勇(。

r 二 , 。)
,
歹(。

r : , 。)
, 。 )

、 [ f (o
, 至。。(o ) + H x 。。

(: )
,
歹
。。

(O) + 万, 。。

(r )
, 0 )一 f(o

, 牙。。(0 )
,
夕
。。

(o )
, 0 )〕

+ 艺
。‘。r j仁f

,

(: )H 二‘, (: )+ f
,

(: )刀, ‘, (r )+ G ‘j (: )〕 (2
.

10 )
落+ J产 1

其中矩阵元素f
:

(: 、
,

f
;

(: )分别为f
二

(0
, 恋。。(0 ) + H x 。。

(:
、 ,

歹
。。

(o )+ H , 。。了: )
, 0 )

,

f
,
(o

, 至。。(o)

+ H x 。。

(: )
,

歹
。。

(o )+ H g 。。

(: )
, o )

,

而向量 函数 G ‘, (r ) 是 由 H , ‘, (: )
,

H 夕‘
,

(r )(0《l《i
,

0《P( j
,

l+ P< ‘+ j) 确定
.

现在把展开式 (2
.

5 )、 (2
.

7) 代入方程 (2
.

1)
、

(2
.

2)
,

令两边关于 同
。 和 扩 次幂的系数相

等
,

则得到
:

{
d 恋

。。/ dt = 乳
。

f (r
, 厉。。,

歹
。。, 0 ) = 0

{
d H x 。。

/ d : ~ O

d ll 夕。。/ d : = f(o
, 厉。。(0 ) + 刀 x 。。

(: )
,
歹
。。

(o ) + 汀g 。。(: )
, 0 )

一 般地
,

= 歹‘J

d 歹
‘, , 一 :

/ d = 了
:

(t)牙‘, + 子
,
(t)歹

‘, + 了
‘,

(2
.

1 1)

(2
.

1 2 )

(2
.

1 3 )

(2
.

1 4 )

(2
.

1 5 )

(2
.

1 6 )

(2
.

1 7 )

(2
.

1 8 )

山乙d//
r

;
”�..

一劣一�
夕

dJ
了
边
.、

{
d H 为刀d r = 0

d H v‘, / d : = j
:

( : ) H , ‘, ( : ) + f
,

( : ) H 夕‘, ( : ) + G ‘,

为了确定初值条件
,

我们把 到 0 , 。 )
,

抓。, 。) = 歹(0
, 。) + H抓 o , 。)展开为

￡ 和 。 r

的双重级

数
,

代入 (2
.

1
一

)
、

(2
.

2) 中的初值 条件
,

令
。 ,

扩 同次幂的系数相等
,

并顾及边界层函数的要

求
,

则得 :

厉。。( 0 ) = a ( 2
.

1 9 )

H x 。。

( co ) = o
’

( 2
.

2 0 )

勇‘j ( 0 ) = 0 ( 2
.

2 1 )

刀工‘, ( co ) = 0 ( 2
.

2 2 )

H y 。。

( 0 ) = 刀
.

( 2
.

2 3 )

H g ‘, ( o ) = 一 歹‘j ( 0 ) ( 2
.

2 4 )

由 ( 2
.

3 )
、

( 2
.

4 )
、

( 2
.

1 1 )
、

( 2
.

1 2 ) 和 ( 2
.

1 9 ) 得 勇。。= 勇。( t )
,

夕
。。

= 歹
。

( t )
.

再由 ( 2
.

1 3 )
、
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(2
.

2 0 )得刀% 。。= o ,

因此
,

(2
.

1 4 )式就成为

d H 万
。。

/ d : 二f(o
, 刃。。(o)

,

歹
。。

(0 )+ 刀v 。。

(: )
, o) (2飞2 5 )

根据文〔1〕的引理 3
.

1及假设 皿和正知 〔2
.

2 5 )
、

(2
.

2 3) 的解 H脚
。

存在
,

且有 刀协
。(约 =

O (e x P (一 k
工了 ))

,

k
,
〔(0

,

k)
.

如果设 : 。,
代表 , 。, 和 歹

‘, , 11 : : ,
代表汀二‘, 和 汀脚 , ,

则我们可按照顺序乳
。 ,

万‘。。 ; 艺, 。,

刀 z , 。 ; 牙。* ,

H : 。, ; 乏: 。 ,

万二 2。 ; ; : : ,

刀z , ; ; 牙。2 ,

刀: 。2 ,
⋯

,

依次来确定乏‘, 和刀z , , ,

并根据文

〔1〕的引理 3
.

2 ,

对于无
,

〔(o
,
k
l

)
,

有刀戈‘, 二 O (e x P〔一石; : 〕)
, ‘,

j= 1 , 2 ,
⋯

,

N + 1
.

令
:

N N N 刃 +

“* = 乙 E
。‘。r 了, ‘, + 功(‘) 兄 乙

。‘。,
, 万x ‘, (2

.

26 )
‘一 o j 一 0 成口 0 j . 0

N N N N +

: , , = 乙 兄
。‘。· j歹‘, + 沪(才)兄 艺

。‘。 , jH , ‘,
(2

.

2 7 )
感. D 了一 0 百一 0 J . 0

其中劝(t )是一无限次可微的函数
:

当o《t《 d / 3

当2占/ 3《r( 乙

门..AU
r,1
、

一一
了

梦

则容易验证
:

d x 二 / d ‘一夕, + O 。‘“ + ‘’“ )

“r

d 夕二 / d 才= f (r
, x 二 , 万* , 。少+ O

、

。“
十 ”“ )

x 二(0
, “) = a + O (。(N 十‘) 万)

夕二(o
, 。) = 刀+ O (。‘N

+ ‘’H )

其中H = m i n {1
, r }

.

三
、

主 要 结 果

在这一节我们将证明存在函数
u 和 。

使边值 问题 (2
.

1
.

)
、

(2
.

2) 的解可以表示成

戈厂才
, 。)= % 二 + u , 夕(t

, 。) = g 二 + 。

其中 (二二
, g 二 )是由(2

.

2 6 )
、

(2
.

2 7 )式定义的形式渐近式
, “ ~ O 又。‘万

+ ‘’H )
, 。 ~ O (e ‘N

‘ ’

此作变量替换
。= 二一二 、 , 。 = 夕一夕N ,

于是可把问题 (2
.

1)
,

(2
.

2) 化为

(3
.

1 )

, 万 )
.

为

u 户= 。 + G
, , 。r。 ‘

= B
l井+ B

: 。 + F
;

u (o
, 。)= % (o

, 。) 一劣二 (o
, 。)三占(。)

, ” (o
, 。) = , (0

, e )一刀, (o
, 。)兰 专(。)

(3一2 )

(3
.

3 )

其中

G
:
= 刀二 一d 劣N / d t

F
,
= f(才

, 二 , + u , g , + 。 , 。)一 。,

d , 二 / d t一 B
, u 一 B 。。

B
,
= f

二

(r
, 二 * , 万N , 。)

,

B
Z
= f

, (t
, 二二 , 夕二 , 。 )

占(。) = , (。) = O (。(N + ” H )

为了求误差估计
“和。 ,

下面我们将采用 K
.

W
.

Ch a n g 的对角化技巧
.

仿照文 [ 2〕中引

理的证明方法
,

我们可以证明
:

引理 1 存在
。,

> 。,

使当 。< 。《。,

时
,

下面两个矩阵微分方程的初值间题
:
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: ,

P
‘
= B

:
P 一 e r

P
Z 一B , (t)

,
P (0

, e )二 o (3
.

4 )

。f s ‘= 一 。 ,

p : 一 s (B
:

(t) + 。r

p )一 I
, : (0

, 。) = 0 (3
.

5 )

分别有解P = P (t
, 。 )

, : = 。 ‘

t , 。)
,

它们在。( t《 T 中是一致有界的
,

即存在常数P
。

> O
, : 。> 0使

得

}}P(才
, : ) {}簇P

。,

}}s (t
, 。) }{(

s 。 (3
,

6 )

然后
,

我们作变量替换
:

之 一 “+ 。 , s切 , 田 二 ” + Pu (3
.

7 )

则 由于 (3
.

4)
、

(3
.

5 )
,

可把问题 (3
.

2)
、

(3
.

幼化为对角化系统
:

才 = 一P之 + G (3
.

8 )

。
,

叨‘
~ (B

Z

+ 。r

P )功 + F
.

(3
.

9 )
.

2 (0
, ￡)二 占(￡)

, 切(0
, 。)= 刁(。) (3

.

1 0 )

其中

G (r
, 2 , 功 , 。)= F

:
+ s G

、

+ 。 , : PF
, ,

F (矛
, 2 , 田 , : )= G

:
+ ￡r

PF
*

根据 (2
.

28 )、 (2
.

30 )推知
,

存在某个正常数C : ,

使得

}}G (才
, 二 , 山 , : ) }}( C

, 。‘N 干 ‘’H ,

{!F (t
, : , 功 , : )J」减C : e ‘N + ‘’H

为了对F
,
G 进一步做出估计

,

我们假设条件 V )成立
:
存在常数k

。

> 0 ,

使得

}}f
:

(t
, 二 : , , , : ) 一 j

:

(t
, x : , 万 , 。) {{蓄k

。

{},
, 一 , :

11

{}f
:

(t
, 二 , g , , e )一 f

二

(t
, 二 , , 2 , 。) 1}( 掩

。

1}刀
, 一 , :

}}

l}f
, (t

, x , 夕, , e ) 一 f
, (t

, 二 , 夕2 , 。 ) }{( k
。: r

{}夕; 一夕: }}

前面的第一个不等式把 f
二

换成f
,

一

也同样成立
.

类似的不等式对于 g (t
, x , 夕 , 。)三 , 也成立

.

由假设条件 V )和中值定理
,

可推得存在常数M > o ,

使得 (参见文〔3 〕、
:

}IF 、t , : ; , 。 t , 。 )一 F (t
, 刁 , 田 , 。) }}《M刀 (:

1 , 功 , , z , 。)

}}口(t
, 二, , 田 , , 。)一 G (t

, : , w , 。) {}( 五了刀 (之
J , 。 , , 之 , w )

其中 1 1 (z
, , 田 , , z , 田) = m a x { !}之 J!

,

!}z
:

!}
, 。 ,

】】切}!
, : ,

}」田
,

{」}
·

m a x { ]1:
; 一 : ]l

, 。r

llw
: 一 功 11}

其次
,

方程 (3
.

8 )~ (3
.

1 0) 等价于下列积分方程
:

、J、‘J,土9臼1土,
1

一一 Z (‘)“(·) +

!;
Z (, )Z 一 (·)G (·

, · , 切 , ·)。·

一
附(, )。(·) +

!;
W (, )尸一 (·、F (·

, · , W , ·)、·

(3

(3

其中Z (t)是
: ‘= 一 P二的基解矩阵

,

满足Z (o
, : ) ~ I

,

平(t)是
。r

切 ‘
= (B

Z

+ 。 ,

P), 的基解矩阵
,

满足附(o
, 。)一 1

.

由G r o n w al l不等式知
,

存在
。2 > 0和常数L > 0 ,

使当0 < 。
(

。:

时有

112 (t)Z
一 ‘

(s ) 1{成 L
,

0 簇 s , t或T

}}牙 (t)牙
一 ‘(s ) {{( L

, 0簇 : , t《T

令(: 。
, 功 。

)= (o
, o)

,

且 当
n = 1 , 2 ,

⋯时

一
Z (才)

·

: (·) +

!;
Z (才)Z 一 (· )G (·

,

一
1 , ? , 一 , , ·)、·

一
附(才夕。、·) +

{;
班 (, )W 一 (·)F (

一
, , 功。 一 : , ·、d 习

则容易用数学归纳法证明
,

当 。二 m in 笼。
。, : , 。2 ,

(1 / 4LM )
’产‘N 斗 ‘’} 时

,

存在某个正常数C
Z ,

使得
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11
‘

厂
“卜 ,

i!戒LC Z(ZL对
: ‘N + , , H )

。 一 ‘。。二 + , , 二

B ,

}{,
,
一 , 。 一 ,

刀《乙C
:

(ZL万
。(N + , , H )

。 一 ‘。。二 + 工, 二 + ,

jl之
,

,l《ZLQ
。‘万 + ’)窟 , 。 ,

11二
。

!j( ZL C Z。‘N 十 ‘’H 十 ’

因此
, z 。 , 。 ,

一致收敛于 (3
.

1 1 )
、

(3
.

1 2 )的解
: 和切

,

且
: = O (: ‘N

十‘, 刀)
, 。f二 = O (。‘刀

+ ” H 十 ’

)
,

这样
,

我们就得到如下的主要结果
:

定理 1 若假设条件 J) 、 V )成立
,

则变 换 后 的 问 题 (2
.

1)
、

(2
.

2) (亦即原摄动问题

(2
.

1 )
、

(2
.

2 )) 存在解x , g 满足

戈二 戈 (t
, 。)= 戈 , + O (。 (万 + ’) H )

, % , 二 , = , (才
, e) ~ , 二 + O (。‘万

+ ‘’万 )

其中劣二 , 习二分别 由(2
.

2 6 )和 (2
.

2 7 )给定
.
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