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七

摘 要

本文利用精确元法
七‘’,

给出一个十二自由度曲边四边形板弯曲单元
.

该方法不需要变分原理
,

适用于任意正定和非正定偏微分方程
.

利用这个方法
,

单元之间的协调条件很容易满足
,

仅须位

移和内力在单元节点上连续
,

即可保证所得到的解收敛于精确解
。

利用本文方法所获得的解
,

无

论是位移还是内力可同时有二阶收敛精度
.

文末给出数值算例
.

表明了本文所得到的单元有非常

好的精度
.

关越词 精确元法 薄板 曲边四边形单元

一
、

引 言

推导有限元单刚矩阵一般采用最小势能原理或虚功原理
,

它仅适用于正定微分方程
.

众

所周知
,

利用最小势能原理推导板弯曲的单元矩阵
,

须在单元之间满足挠度的一阶法向导数

连续的相容条件
,

这一条件一般很难满足
.

在口、
.

4〕中采用高次插值得到了协调单元
,

但由

于有二阶导数作为节点的未知参数
,

使用起来很不方便
.

H e r r m a n 在〔5、 6〕中
,

使用混合

变分 原理
,

得到了同时以位移和内力作为未知参数的有限元模型
.

它不需要挠度的一阶法向

导数在单元之间连续
,

但得到的刚度矩阵却不是正定的
.

M or ler
〔7 ’
给出六自由度

,

Zi e n
-

k ie w ic z[ 8 ’给出九 自由度非协调单元
.

口、 8 」中的单元能通 过分 片检验
〔。’,

并收敛于精确

解
.

在〔1〕中给出精确元法
,

用于求解任意正定和非正定偏微分方程
.

利用 这个方法
,

单元

之间的相容性能很容 易地处理
.

对于板弯曲问题
,

仅需位移和内力在单元节点处连续
.

该方

法不用变分原理可直接从偏微分方程出发推导有限元单刚矩阵
.

文〔1。〕利 用 该方 法 ,
成 功

地推导了一个 6自由度 板弯曲单元
.

本文在〔1〕和〔1 0〕的基础上
,

给 出一个12 自由度非协调曲

边四边形单元
.

和一般有限元相比
,

给出单刚矩阵时
,

不需在单元上 进 行 面 积分
,

节点载

荷具有明显的物理意义
.

位移 和内力在单元节点上有高的收敛精度
,

曲边 单 元 相当容 易构

造
.

文末给出算例
,

表 明利用本文的方法
,

无论是内力还是位移均可获得满意的结果
.

.

国家教委
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、

博士点基金和国家自然科学基金资助的课题
.
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二
、

十二自由度非协调曲边四边形单元

对一个弹性薄板
,

它的平衡方程为

。

(令
一

+ 2二
袅

2 一

+
一

穿)
一 、(!

, 。, 在“上
(2

.

1 )

内力和位移的关系为

!
、
r...../

、、,了_ / aZ功
了过

x

~ 一 刀三气; 丫万

\ O X -

己2 叨

十 v 一不二,

O y
), 叽一叹穿

+ · a Z川

O% 2

M
: ,
= 一 D (1 一 , )

0 2 切

a戈a夕
(2

.

2 )

Q
二

=
日M

:

aX

日M
二 , Q ,

碟
·
+ aM

口X

式中记号

功为板弯 曲时的挠度 ; 抗弯刚度刀二E h
“

/ 1
.

2 (1 一 , “)
,

这里E 是板的弹性模
·

量
,

h 是板的

厚度
, 二
是泊松比 , M

: ,

M
, 和M

: ,
分别是

二 和 , 方向的弯矩和扭矩 ; Q
: ,

Q ,
为横向剪力 ,

q (二
,

功为板的横向分布载荷密度 , 日为板所占的平面空间
.

利用精确元法
,

把平板分成N个单元
,

假设第
e
个单元所占的空间为口

。 ,

在口
。

上
,

我们

需要找到一个解使其满足方程 (2
.

1 )
,

这个解有以下形

式

V ,
.

F
,

V
、、F:

功(x
, , )二艺 C‘二 ‘(, , 夕) + 。

。

(x
, 夕) (2

.

3 )
了, 1

式中, ‘和砂分别是方程 (2
.

1 )的齐次解和特解
.

C ,
是待

定常数
,

它可 以 由单元节点之间的连续条件和边界条件

而定
.

我们构造一个曲边四边形单元如图 1所示
.

在单元的

每个边上有一个边节点
,

它位于单元边界的中点
.

图1中

的节点位移参数和内力参数为

V ‘= 〔功〕‘
,

F ‘= 〔R 〕‘
,

(i= 上, 2 ,

3
,

4 )

V
、,

F
、

卜卜 J
二二
IIIII

叭叭叭

vvvs, 6 岭岭

图1 12 自由度曲边四边形板单元

r 切 、
_

( F
。

、

V , = l !
,

F , = l !
‘w , , “, ‘M

,
J,

(j= 5 , 6 , 7 , 8 )

式中
, 田 , 。

表示单元边界上的法向转角
,

R 是角点集中反力
,
厂

。

和M
,

是单元边界上 的横向等

效剪力和法向弯矩
.

下标‘和j表示单元节点的局部编码
.

功 , 。 ,

M
, , F

。

和R ‘
可分别写为

田 , 。
= e切/ 。n ,

M
。
二M

二n 孟+ ZM
: , ” : 扮, + M

, ”丢

犷
。
= Q

: ” ,

+ Q , ”, + 。M
。。

/ 。
s

R ‘二M
o s , 一对

。 s 。 (i
,

j和k是循环指标) } 〔2
.

4 )

式中
n 二

和。,
为单元边界法线方向余弦

,

扭矩

M
。 ,

一 (n墓一心 )M
二 ,

+ 。 : n , (M
, 一M

二

) (2
.

5 )

以及
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d a
a n二而

n :

我们能够容 易地得到

.

口 口 口
,

O

十而
“ , ,

丽一五
“ , 十而‘

,

{
’

}
一 :。(二

, 。)〕、e }+ 、尸(/
, 夕) }

,

、e }一、C ! C
Z
⋯ C

王2

’

功 , ”
’

(2
.

6 )

(2
.

6 )式满足方程(2
.

1 )
,

在(2
.

6 )中
,

矩阵

( 1

仁功(x
, 夕)」一l

L 0

% 刀
,

扩 x 夕 夕2 戈 3

” : 打 , 2 戈 n 二 夕n :

+ 戈 n , 2夕”, 3 戈”
:

U
1

x Zg

2戈 , n :

+ % 么” ,

(g
, % ) 、

(2
.

7 )
夕Z n 二

+ 2 % , n , 3夕2”,

U
,

(义
, 夕)

厂
,

式中 犷 ; 一 V
t

你
, 夕 , n : , n ,

)
,
犷全~ V

,

(夕
, 二 , n , 一”:

)

及 U : (x
, g )一 x 4一 3戈2夕2 ,

犷 1一 (5劣
4 一 5夕

4

)n 二

一 Z ox 夕3”,

当载荷q是一个常量q 。

时
,

我们能够得到特解

‘尸’一

儡{
劣 4

+ y 4

4x 3打 :

+ 4夕3 ”, } (2
.

8 )

利用平衡方程的约束条件
,

(2
.

6) 中的。 的试探解有高的收敛精度
.

用 (2
.

6) 式作为位移的插

值函数
,

如果图 1中的V , 和F , (j一 5 , 6 , 7 , 8 ) 在单元边中点
,

V ‘ (i= 1 ,
2

, 3 ,

4 ) 在单元角节

点连续时
,

并在单元节点上满足给定的边界条件
,

则 由本文方法获得的解收敛于精确解
.

由上述连续条件
,

可利用

诬F }一〔K 〕{占}+ {R } (2
.

9 )

得到单元刚度矩阵〔K 〕和载荷向量 {R }
.

在(2
.

9) 中

{d }一 { V , V
:

V
3

V
‘

V 百

笼F }二 {F
,

F
:

F 3 F
‘

F 晋

现给出单刚矩阵仁K 」和载荷向量{R }的具体推导
.

{d }一 [诱
。

〕{C }+ {P
。

}

从而可求得

V 百} ,

}
F 扑

,
’

沪

(2
.

1 0 )

把已知的节点坐标代入 (2
.

6)
,

可得

{C }一〔功
。

〕
一 ‘{6 }一 〔功

。

j
一 ‘

{P
。

}

}
一〔诱(二

, 。)〕〔。
。

〕一‘“, 一 〔功(二
, v , 〕〔‘

。

〕
一 ’

‘p
。

, + ‘p (x
, 。, ‘

(2
.

1 1 )
叨 , .

由 (2
.

4 )和 (2
.

5 )
,

我们有

拄
一

2吕
打

/‘、、

、

、./d

偿
色 一 z

:

一
。 (王一 ,

{(
口3口

O叉 2日夕
刀,

+
口3叨

丽两沪叭

+ ” : n ,

0 3功
r

_

竺里 _ 必
、口劣ay

艺 日x

0 5功 、
.

了日3山 口3功 、 飞、

)
n , + 气石歹

犷 一百分万)
”·

J少 (2
.

1 2 )

弋入已知的节点坐标
,

利用 (2
.

4) 、 (2
.

6) 和 (2
.

1 2) ,
我们可以给出

{F }二{占
。

}{C}+ {Q
。

}一〔雪
。

〕〔功。〕
一 ’{6 }+ {Q

。

} 一〔君
。

〕〔功。」
一 ’

{P
。

}

从而
,

单元的刚度矩阵和载荷向量可 以写为

〔K 〕二〔蜜
。

〕军访
。

」
一’,

{R 卜 {Q
。

}一 〔占
。

〕〔必
。

」
一 ‘

丈p
。

}

(2
.

1 3 )

(2
.

1 4 )
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构造曲边单元也是比较容易的
.

注意 (2
.

1 2 )中的 , 二

和。 ,

在单元的曲边上是变化的
,

因此

(2
.

12 )中的。M
。 :

/ 加应重新写为

口M
: ,

一 Z
,
十M

: ;
a

, 。 、 , , , 。 , , 、

d
,

丽 仁”二一 ”备) 十妞以
, 一似

‘

) 丽仁
n 二”, )

一 Z
, 一

式中尸是单元曲边的曲率半径
.

4M
: ,

”二 n ,
+ j 了

, 一M
: 、

(n 益一 n 苏)/ 户 (2
.

飞5 )

当曲边向外凸时 户取正
,

向内凹时
一

p 应取负
.

把曲边节点处的

坐标
, p 和法线方向余弦代入 (2

.

4 )、 (2
.

6) 和 (2
.

1
一

3) 、 (2
.

15 )
,

曲边单元的刚度矩阵即可 获

得
.

总刚和载荷的合成
,

边界条件的处理和求解代数方程组 与一般有限元方法相同
.

三
、

收 敛 性 证 明

我们把方程 (2
.

功写成偏微分算子形式

B 切 二 g (戈
, 夕)

,
B

。

功 ~ g (戈
, 夕) 口

。

中 (3
.

1 )

式中功是精确解
, 仍表示用本文方法求得的近似解

.

因B和 B
e

均为线性算子
,

因此内积

lim (功
,
B功一 B 功 )二

二

lim (功
,
B 、 一 乙 B

。

勿 )

一

惚(
(
、

, ? 一 。 ) +

刊
_

{黔
M

, 一“
。

卜M : (。
。

一‘。

一 a SZ e

幻并

+ 功(护
, 一 V

,

)一厂井(功一 w )

+ (田‘一 动‘)R 曹)二 0

4

J
d :

)
+
黔岑石

(‘, (R 。一“。’

式中功任牙 玄”
,

牙 ;
’ ‘

是S o b le v 空间 , M份
,

厂份和R 令分别是当。一功时M
, ,
犷

,

和R ,的值
,

假设它们在单元之间是连续的 ; 共扼算子B 关一B
,

6口
。

表示单元的边界
,

记号e
:

一。
, , .

利用连续条件
,

已知边界 条件 和 角点 条件
,

并让未知边界 条件对应的共辆边界条件为

零
,

由 (3
.

2) 则可得

lim (B 关功
, 切 一 功 )二 0 (3

.

3 )
N 咋,

根据H ilb e r 七一伴随逆算子定理
,

当B 在给定的边界条件下有逆算子B
一 ‘

存在时
,

B 赞在零共扼

边界条件下也有逆 (B勺
一 ‘,

特别地 当

B 长功一 , 一 功

时
,

有唯一解功任那聋
“

(g )使M曹和厂份在单元边界上是连续的
.

因此我们有

愁里上
(? 一 ‘ )

Z
d“一 。

(3
.

4 )

在子空间 日一口
。 ,

利用 (3
.

4)
,

连续条件
,

边界已知条件及 未知边界 条件对应的零共扼边界

条件和内积 汤
,
B切 一 B 功)。

_ 。 。 ,

我们能够在单元节点上得到
〔‘’

lim 功 =
刀一 ,

lim 犷
二 二

切 ,

二
犷

, ,

lim 歹

lim 厉

:

0
。

。

二M
。 ,

lim 刀‘二 R ‘

可 以证明护
”

和厉
。

在单元边界节点上有二阶收敛速率
.

如果令功二。一 功 ,

因B 是一个正定算子
,

很容易证明
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lim
刀确 “

,

, 一酬 才户 网一 0

即勿在附奋” (口)空间中收敛于精确解
.

四
、

算 例

算例 , 一个矩形薄板如图2所示
,

它的边长为
a ,

厚度为 h
,

弹性模量为 E
,

泊松比
, =

2 X 2

0
.

3
,

抗弯刚度 D 一 E h
3

/ 12 (1一
, )

,

受均布 载

荷q作用
.

由于对称
,

我们取州4板进行计算
.

网

格划分为 1 x l , 2 义 2和 3 x 3
.

在简支和固支边

界条件下
,

受均布载荷和集中力作用的板中心

3 0
0

图 2 一个方板及网格划分 图 3 简支圆板网格划分

裹 1 均布载荷 q 下方板的中心挠度和内力

简 界{ 简 支 边 界

网 格

刁 支 边 界固

二D /卯
‘

M
x

/ q a : 则
: ,
/ Q

a Z w D / q a 名

0
.

17 3 7

0
.

13 17

0
.

12 8 5

0
.

1 2 6 5

M
二

/ g a 之

0
.

2 3 7 3

0
.

2 3 3 9

0
.

2 3 1 7

0
.

2 3 1

M
、
l q a

一 0
.

2 9 0

一 0
.

4 9 3 5

一 0
.

5 0 9 6

一 0
.

5 1 3 3

曰jljt了�j42363432
llnn八”nll

an兮
�O声n
o丹向30313333

一工Q0000

�j�j寸曰O了48484847
nn�nU八11�nUI X I

2 火 3

3 X 3

精确解

乘子

0
.

4 3 4 9

0
.

4 1 3 0

0
.

4 09 2

0
.

4 0 62

1 00 1 0 1 0 1 00 1 0

XU义口

坐标

%一 0

夕= 0 二:
一 a/ 2

一O

二 ~ a/ 2

咎二 a
/ 2

x = 0

g = 0 二
0

0

1O

二 = a
/ 2

g = 0

表 2 固支边界受均布救荷时挠度和弯矩分布( , = 0)

0
.

4 0
,

5

叫
qQ -

I X I

2 X 2

3 X 3

精确解

0
.

0 01 7 3 8

0
.

0 0 13 1 8

口
.
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0
.

00 12 6 5

0
.

001 5 97

0
.

00 12 26

0
.
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0
.
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0
.
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0
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皿01 9 1 8
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精确解

0
.
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0
.
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0
.
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0
.
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0
.
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0
.
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.
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0
.
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0
.
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0
.
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0
.
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0
.
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0
.
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0
.
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0
.
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0
.
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一 0
.

0083 05
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.
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一 0
.
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0

0

0

0
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.
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一 0
.

049 35

一 0
.

0 50 96

一 0
.
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峻e.a

些
tI 口

.
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3 X 3

精确解

0
.
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0
.
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0
.

0 2 3 1 8

0
.

02 3 1

0
.

0 2 2 2 6

0
.

0 2 1 8 9

0
.

0 2 1 5 9

0
.

0 2 1 2 4

0
.

0 1 9 3 9

0
.

0 17 57

0
.

0 1 6 3 1

0
.

0 1 6 2 9

0
.

0 1弓1 0

0
.

0 0 7 5 9 1

0
.

00 78 2 9

0
.

0 0 81 78

0
.

0 0 9 4 1

一 0
.

0 0 2 2 0 8

一 0
.

习2 78 9

一 0
.
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0
.

002 3 0

一 0
.

1 42 3

一 0
.
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一 O
‘

15 4 0
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位移和内力在表 1中给出
,

表 2给出固支边界时
,

沿 , 二 0边上的位移和弯矩分布
.

算例2 一个简支方板
,

受均布载荷q作用
,

它的半径为
。 .

由于对称
,

我们仅 计算板的

1/ 12
.

把板分成5个单元
,

网格划分如图3所示
.

圆板的挠度动 ,

径向弯矩M
, ,

周向弯矩M
,

和剪力Q
,

计算结果在表3中给出
,

并和精确解作了比较
.

表1
一

和表 2的精确解由文〔1 1〕给出
.

衰 3 均布裁荷q作用简支回板挠度和内力分布(0 = 。
. , = 。

.

2 5)
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.

000 2 555
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.
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1 一 0
.

2

一0
.

3 0 0 1

一 0
.

3 一 0
.

4

以上算例表明 由本文方法获得的位移和内力收敛于精确解
,

并至少有二阶收敛精度
.

证

明了本文理论的正确性
.
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