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摘 要

本文推导出具有初挠度柔韧圆板的振动方程
,

在相平面上讨论了运动稳定性
.

用G 以e r k 还法
和 L还ds te d t一Poi n car ‘摄动法求得具有初挠度圆板非线性振动的周期解

,

讨论了初挠度对柔韧

圆板的动力特性的影响
.

关. 祠 柔韧圆板 初挠度 非线性振动 摄动法 轨线图
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具有初挠度板的大变形问题
,

由 H
.

r
.

B y 6 二。。‘” 从 造 船 实 际出发最早提出并研究

的
.

以 后 H
.

N y la n d er
〔“,
作 过进一步研究

.

近年来
,

随着高强度
、

轻重量材料的广泛使

用
,

仪器制造业
、

航空航天技术
、

海洋工程等领域都会碰到这类问题
.

当柔韧板受到横向激扰产生大振幅振动时
,

由于初挠度的存在
,

这个附加动挠度就要与

初挠度产生非线性祸合
,

因而初挠度必然影响结构的动力特性
.

C
.

F
.

S hi h 曾针对 以往的

航天器结构忽略重力效应的动力分析之不足
,

研究 了大跨径梁在由自重产生的静变形条件下

的振动问题
‘“’.

柔韧 圆板在工程中有广泛的应用
,

它的非线性振动问题巳有许多研究
,

可这

些研究大都是针对没有初挠度的结构进行的
.

为了研究初挠度时柔韧圆板动力特性和稳定性

的影响
,

本文首先导出具有微小初挠度圆板的非线性振动方程
,

在相平面上讨论了解的稳定

性
,

用 G a le r k in 法和 L in d o te d t
一
p o in c a r ‘摄动法

〔‘,
求出非线性振动的周期解

,

讨论T

初挠度对振动基频的影响
.

结果表明
,

在一定范围内
,

初挠度对柔韧圆板动力特性的影响不

可忽视一

二
、

动力学基本方程和边界条件

已知圆板大挠度方程为
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为微分算子
,
D = E 尸/ 了2( 1 一 拼“)为板的抗弯刚度

,
E

, 拼分别为板的弹性模量和泊松比
,
h为

板的厚度
, p为质量密度

,

N
,

为薄膜力
, q为外载荷

,

圆板半径为今
,

设圆板在静载 q0 作用下

产生微小静挠度川
。 ,

受到激扰后
,

动挠度为。
: ,

则
一

总挠度‘可 写为

功 二田
。

+ 切
:
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。
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将式 (2
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忿)
、

(2
.

4 )
、

(2
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5 飞代入方程 (2
.

,

)
,

(2
.

2) 中
,

注意到具有微小初挠度的圆板N
。
二 0 ,

便

得出具有初挠度的柔韧圆板的动力学微分方程
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其中功 。

满足静态方程

D L (切。)“ g 。

考虑以下支承边界条件
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当r = a时
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同时
,

还须考虑在板的中心N
,

有限的条件
,

满足方程(2
.

8 )和边界条件的解断可表示为
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f
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也可 以是其它均布静载荷
.

这样
,

我们的问题归结为已知初挠度 切。

时
,

求解满足方程 (2
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、

(2
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7) 和 边 界 条件

I ( a )
,

I ( b )
,

I ( a )
,

I ( b ) 的附加动挠度山
,

的动力学问题
.
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方 程 的 求 解

?

厂一矿

没附加 挠度田
,

的解可表示为

田 ,
一 h必(, ) (

,

+ C
! 平尸

_

土兰、
‘J l

( 3
.

1 )

对于不同的边界条件
,

式中系数C
, ,

c
:

仍由 ( 2
.

1 6 )
、

( 2
.

1
一

7) 决定
,

而且

〔功(才)〕m
。x = (叨

:
) m 。 x

/ h

我们先来求薄膜力N
; .

将式 ( 2
.

1 5)
、

( 3
.

1) 代入方程 ( 2
.

7) 中
,

并设N
,

为

N
l
= n l

功
么

( t ) + n Z

功( t )

利用应力边界条件 ( 2
.

1 3 )
、

( 2
.

礴 ) 以及有 限值条件
,

便解得系数
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容易看出
,

方程 (3
.

3) 是一个非线性振动方程
.

为了说明这个方程
,

考虑两种特例
:

J
.

当成(t)二 o , g 工(t) = 常数时
, g , (r) = 口, a 4 / E 人

4 = 常数
,

方程变为

B 功+ C〔扩+ 3氛扩 + 2鱿功〕= q 赞

它描述了具有初挠度的柔韧圆板的静力学问题
,

与文〔2」的结果完全相同
.

2
.

当省
。
= 。

, g ,

(约 = q c o 。口才时
,

方程变为无初挠度的圆板非线性受迫振动的方程
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E h
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,
= B / A

,
D Z = C / A
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, ,

D
Z ,

D
:
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.

Y a m a k i‘
5 ’的方程作比较结

果完全一致
.

这样
,

我们看到求动挠度。
;

(r
,

t) 的间题归结为求解功(妇的问题
.

方程 (3
.

匀是一 个含有

参数雪
。

的非线性振动微分方程
,

所以欲求解。
, ,

首先要讨论解的稳定性问题
.
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、

运 动 稳 定 性
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.

3 )
,
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因为我们没有考虑阻尼的影响
,

重新引入记号
,

令

)
所以方程 (4

.

1 )是一个保守系统的运动微分方程
.
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。“功
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/ 2 + U (u ) = E (4
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E 为系统的总能量
.
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.
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、
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.
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,
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,

当武 一 4al 气< o ,
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鱿 时
,
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、

(0
,

0)
,

由李亚普诺夫定理可判定
: 这个奇点是稳定 的 中 心奇

点
。

当a 孟一 4 a , a 3
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。
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,
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,
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同样
,

还可以判定
:

凡为鞍点
,

即不稳定奇点
; B

工 ,

B
。

是稳定的中心奇点
.

这里 鱿满足
a 孟一

4al 气= O
。

由以上讨论可知
,

方程 (3
.

3 )中的参数值 鱿 只要有微小的改变
,

相图的基本结构就会发

生变化
,

所以井是参数占
。

的分支值
.

我们计算了不同边界条件下的鱿值列在表 1 中
.

不难看

出
,

在。
。

为小挠度假定的前提下
,

所有雪
。

的值始终小于分 支值 封
.

即本文所讨论的非线性振

动
,

只可能是 围绕中心点月
, 0 ,

0) 的周 期

运动
,

因而运动是中心稳定的
.

为了清楚地了解大范 围内 的 运 动 情

况
,

我们给出系统的相平面图
.

图 1
一

给出

了夹支不可移圆板在睿
。

< 打情况下的轨线

图
.

由此图可见
,

轨线是一族围绕奇点卫
工

的闭曲线
,

这表明运动是周期的
,

对应于

不 同的能量E
,

有不同的闭轨线
.

当 E 取

小值 时
,

即微幅振动 (如图 1 ,

E 一 : 时)
,

闭轨线基本是对称的
,

运 动将由单个谐波

来描述
.

随着 E 的增大振幅也增大 (图中

E 二 5 时)
,

闭轨线对
。 轴明显地不对称

, 图1 夹支不可移圆板当雪
。二 0

.

2时的软线图

可 以预见
,

非线性系统的振动将有高次谐波出现
.

五
、

中心点附近的周期解

为了得到中心点附近的周期解
,

可以有不 同的方法
.
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.
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均
,

便可得到本问题在中心点A
,

附近的周期解切
,

(, , t夕
.

式 (5
.

功)描述周期振动的基频
,

显然
,

它与振动的振幅或初始总能量E 有关
.
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初挠度对柔韧圆板动力特性的影响程度
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这

个结果对工程有实际意义
·

例如汽车及其它机够零件空载实验和满载运行情况下振动基频会
出现差别

,

宇航飞行器地面实验资料和失重状况下动力参数间的差别
,

都 是 由 于 初挠度所

致
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本文是在假定初挠度形式与动挠度振型一样的情况下进行讨论的
.

对于其它形式的

初浇度可以进行类似的计算和讨论
.



只有初挠度下公柔 闭圆板 的振动问题
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