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摘 要

本文研究弹性梁方程边值共振问题
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虽然该l’q 题解的存在性曾有人研究

过
,

但多解的存在性尚未被研究
.

在适当的假设下
,

利用 L ya p un ov
一

Sc h m 记 t 过程及集连通技

巧
,

我们得到该问题的几个多解存在定理
。
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弹性梁在工程建筑上有广泛的应用
.

弹性梁的弯 曲可 由一个四阶常微分方程边值问题来

描述“ ’.
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并在条件s u p f(x) < 砂下获得存在唯一性结果
.

此后
,

这个结果被 A f七a b iz a d e h 〔“’、 Y a n g

Y i一s o n g 〔‘, .

及G u p t a 〔5 , 6 ’
等推广到非线性的情形

.

在文〔6〕中
,

G u p t a研究描述具有两端

简单支撑的弹性梁弯曲的如下非线性边值共振问题
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之下
,

对方程 (1
.

2) 获得存在性结果
.

文〔2 、剑均限于梁方程解的存在性讨论
,

梁方程 多解

的存在性尚未被研究
.

本文在适当的假设下
,

利用 L y a p u n o v 一S C h m id 七过程及集连通技巧
,

对方程 (1
.

2) 建

立几个多解存在定理
.
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本文的主要结果如下
:
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附注1 G u p ta 〔6 〕仅在g满足符号条件 (1
.

3) 或单调性假设时
,

得到(1
.

2) 有解的结果
.

对本文定理 2 和

定理 3 中出现的如勺情形
,

尚未被讨论
.

而本文则建立了多解存在性结果
.

另外
,

文〔6] 要求假定

本文则允许
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附注 2 C o s ta和 G o o e a lv e s 〔, 〕曾对」口线性椭圆方程D 至r ie h le t问题
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建立了类似定理 1 比结果 (参看〔7
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.
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但由于彼处仅在 g 连续的前提下讨论
,

故结论比本文定理

附注3 (2
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,

定理 1 的结论仍然保持
;

定理 2 和定理 3 的
“
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有

关这些二 我们将能在定理的证明过程中看出
.
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.
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S h 的 结 构

本节我们研究方程 (3
.

7) 的解集S
*

的结构
.

定义算子F
: :

D 〔L )门万 * 万

F
,

(功) = 五切 + 尸N (s 切+ 。 ) (建
.

1 )
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、
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、
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,
尸

:
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,
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.
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,

其中A 是线性映射而G
:
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.
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,

A线性
、

闭且 A 长 = A 关 }Ij( 内 门D( 尹),

了是单调算子
,

T 是强制算子
.

被满足
,

则 T 满射
.

引理 1 的证明 我们验证 一F
。二 一(尸L + 尸N )满足引理 2 的全部条件

.
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.
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.
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,
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.
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.
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F
。

亦为单射
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,

由引理 飞可知
,

对于人〔万
,
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。
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(二)是 (3
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关于S 、的结构
,
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引理3 假如 g 满足(H l
一
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、
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Z
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定义算子犷
:
R x 万。万

T (s , 切)二 K [h一P N (s切+ 切 ) ] (4
.

4 )

则 T 是紧的
,
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,
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,
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义 刀
,
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。 , ,

.

由引理 1 ,
C
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门 x 石
,
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,
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、

S
*

上求解小 (s , 功)二 t的问题
.

据引理 几

厂 (s )二 t

定 理 的 证 明

(H Z)及(H 3) 成立时
,
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.
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从 (5
、
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命题2 假设 g 满足条件 (H I)
,

( i ) 如果 g (x
, “)> 夕十

(x )
,
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(H Z )及 (H 3 )
.

丫u > o ,

则 对 丫 e〔L
么
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,
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。·
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·
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成
。
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,
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故
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又
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工
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定理 1 的证明
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叭>
.
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, : , 一 。u p厂(: )

,

则由第四节引理 2 ,
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‘
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.
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,
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,
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十
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.
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一
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I;
。一
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.

从而 。“(r (一 )
,

r (一))已 <

一
>

·

下证

r Z

>是闭区间
.

事实上
,

由夕 (二 )三 o ,

故 lim 厂(s )二 0
.

从而存在
a ,
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,

使
1

5
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a理],划同介

二 !
= in f 厂(s )

, : 2
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s([
a

,
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a
,
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因S
,
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,

b〕x 刀
,
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,

故厂 (〔a
,

b」) = 〔:
l, r Z

J于是 r a n g e厂“ 〔丁
: , 丫:

1
.

据本节开头的讨论
: (1一 2 )有解 么厂 ,

、
二 t有解伪 t〔r a n g e厂 = 〔了

: , r 么〕
.

再证 (ii )
.

若

‘一

J:
·, d / 〔(一 。) U (”

,
一)

、

不妨设 t( (0 , r : 、 .

由于 r a n g e 厂二 〔:
, , : 2

」
,

故存在
s , 〔R

,

使厂 (: , )“ : 2 .

(s , ,

+ co )
, 5 11

〔(一OO
, s 、)

,

使

厂(s 产

) = t= 厂 (s ”)

从而得方程 (1
.

2) 的两个解
。 ‘

= : ‘甲+ 。
: ‘, 。 “

二 : ”切 + 功 : ” .

当t〔(: ; ,

0) 时同理可证
.

定理 2 的证明 仿定理城i) 的证 明可得

因 lim 厂(s ) = 0 ,

故存在
; , 〔

}
s
}, ‘
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r a n g e厂 二 (0 , 了 ]
,

(了 “ s u p厂 (s ) )
s (R

从而 (1
.

2 )有解劳‘一

丑
·, d X 〔(。

, ·〕
·

当t〔(。
, 二 )时

,

仿定理 1
一

(11) 的证法即可推 出

定理 3 的证明 记 : 1 = in f 厂(s )
, : 2

= s u P 厂 (s )由题设 g (x , “) > g 十

(二)
,

V u > 0 可知
s (万 s〔R

〕否〔R
,

使

从而

r (, )>

J:
。·

(/ )* (/ )d X 一“
·

一 >

工
g ·

(X ) : (/ 、d / 一 “
‘

由g _

(x )< g 、

(二 )可 知

从而

一 、
工
。

一

(劣 )* (/ ,“X < “
‘

< 一

\J
才一 > m a X

{五
。+

(! )* (/ )〔‘/
,

买
。

一

(/ )* (/ 、二

1
一 m a x

子
, im 二(: 、

.

产 、S 一十 川

1im 厂 (s )
S ~ 一 犬1 }

故
: 2
〔r a n g e f

,

进而
r a n g e厂 “ <‘

, ,

至此
,

定理 3 的证明可仿定理 1

附注 4 G u

Pt a 「6〕不仅在符号条件

g (x
,

“
)
“

> o
,

T :

>
。

的证明完成
.

V u (R
, x (「o

,

1」a
.

e
.

(5
.

8 )

一
「讨沦了方程( 1

.

2 )的可解性
,

而且也讨论了方程

d 4。 / d 劣 4一 二4 u + g (x , u
) = e

u (0 )二
“
(1 )二 祝” (0 )二 u “

(1 )二 0
(5

.

9 )

、万‘.、

!

的可解性
.

后者相当于在

g (戈
,

u
)
“

< o V 。‘R
,

x ( [ o
,

1 ] a
.

e
.

下讨论方程 (1

文中的 g 有界

.

2 )的可解性
.

众所周知
,

条件 (5
.

8) 与 (5
.

10 )在 g 渐近线性增长时有木质的井 明
.

(5
.

1 0 )

但由于本

故以(5
.

1为替换定理 1 气勺(2
.

2 )
,

参

定理 1 的结论仍然正确
.

考 文 献

【7 ]

R e i s s ,

E
.

L
. ,

A
.

J
.

C a lle g a r i a n d D
.

5
.

A hl u w a lia ,

O , d ￡n a r 夕 D ￡ff
e r e 刀才fa l

E g u a才￡o n s 。‘才h A PPI‘c a 才fo n s
,

一

H o lt
,

R i n e h a r t & W i n s t o n ,

N o w Y o r k (2 9 7 6 )
.

U s m in i
,

R
.

A
. ,

A u ri iq u e n e s s t h e o r e m fo r a b o u n d a r y v a lu e p r o b lo m
,

P , o e
.

A 川e r
.

M a才h
.

S o e
. ,

77 (3 ) (1 9 7 9 )
,

3 2 9一3 3 5
。

A ft a b i z a d e h
,

A
.

R
. ,

E x is t e n e e a n d u n iq u e n e s s t he o r o m s fo r fo u r t h一o r d e r b o u n d a
-

r y v a lu e P r o b le m s ,

J
.

M a th
.

A ” a l
.

A PP I
. ,

1 1 6 (1 9 8 6 )
,

4 1 5一4 2 6
.

Y a n g Y i一 so n g
,

F o u r t h 一。r d e r t w o 一 p o in t b o u n d a r y v a lu e p r o b le m s
,

P r o e
.

A m e r
.

M
a th

.

S o e
. ,

104 (1 ) (1 9 8 8 )
,

1 7 5一 1 8 0
.

G u p t a ,

C
.

P
. ,

E x is t e n e e a n d u n iq u e n e s s t h e o r e m s fo r t h e b e n d i n g o f a n e la s t ie

b e a m eq u a t io n ,

A PPlfe a b le A n a lg s玄s
,

26 (1 9 8 8 )
,

2 8 9一 3 0 4
.

G u p t a
,

C
.

P
. ,

E x is te n e e a n d u n iq u e n e s s r e s u lt s fo r t h e b e n d in g o f a n e ! a s t ie

b e a m e q u a t io n a t r e s o n a n e e
,

J
.

M
a th

.

刁 ” a l
.

A p p l
. ,

1 35 (2 9 5 8 )
,

2 0 5一2 2 5
.

C o s ta
,

D
.

G
.

a n d J
.

V
.

A
.

G o n e a lv o s
,

E x is t e n e e a n d m u lt ip li e it y r e s u lt s fo r

莽 e 1 a s s o f n o n li n e a r e lliP t i e b o 认n d a r y v a l、: e P r o b le m s a t r e s o n a n e e ; J
.

M
a th

.

, ,.lee一.火9曰
户..LL...L

,卫二Jf.weJOJ月任
r..L尸t.IJ

,J..喃...J�a八O
�ILf
i



1 8 8 马 女门 云

A ”a l
.

A PPI
. ,

84 (z ) (1 9 5 1 )
, 、

3 2 8一 3 3 7
.

B r o w d e r ,

F 二 P r o b l公川e s N o n 一L in ‘a ‘r e s ,

L e s P r e s s e s d e l
’

U n iv e r s it‘ d e M o n t r e a l
,

M o n t r e a l (1 9 6 6 )
.

曹之江
,

《常微分算子萝
,

上海科学技术出版社 (1 9 8 7 )
.

M a w hin ,

J
. ,

J
.

R
.

W a r d a n d M
.

W ille m
,

N e e o s s a r y a n d S u ffie ie爪 e o n d itio n s

fo r t h e s o lv a b ilit y o f a n o n lin e a r t w o 一 p o in t b o u n d a 全y v a lu e p r o b le m
,

P ro e
.

A 优e r
.

M a 才h
.

S o e
. ,

93 (19 8 5 )
,

6 6 7一 6 74
.

张石生
,

稼不动点定理及应用 》
,

重庆出版社 (1 9 8 4 )
.

林宗池
、

林苏榕
,

一类向量四阶非线性微分方程边值问题的奇摄动
,

应用数 学 和 力 学
,

9 (5 )

(1 9 8 8)
,

3 8 5一 3 9 6
.

I
J1.rJ

910

�‘J .
I
J

n儿
�‘.Lr.L

So m e M u ltiPlic ity R e su lt s fo r a n Ela s tic B e a m

E q u a t io n a t R e s o n a n c e

M a. R u 一y u n

( D e P a灯阴 e 炸才 o f M
a th e o a tfe s ,

N o 卜才h切 e s才e r n T e a e he rs U n i v e r 。该t ,
,

L a ”之丙。“)

Ab s tr a e t

T h i s p a Pe r d e a ls w i t h m u lt i P li e i t y r e s u lt s fo r n o n li n e a r e la s毛i e e q u a t i o n o f

th
e
ty Pe

‘

一 d 4“

/ d 二
通十 二勺 十 g ( x

, 。
) = e ( 二 )

,

。< 二< 1

,

赵 ( o ) 二 “( 1 ) = ““ (o ) = ““ ( 1 )二 0

w h e r e g :

[ 0
, 1 ] x R 、 R s a t i s fi e s C a r a t h‘o d o r y e o n d i t i o o s e ( L

Z

[ o
,

i ]
.

T h 。 s o lv a b i
-

1 i t y o f t h i s p r o b le m 五a s b e e n
.

s t u d i e d b y s e v e r a l a u t h o r s ,

b u t t h e r e i s n
’
t a n y m u l

-

t ip li e i t了 r e s u lt u n t i l n o w 士0 t h e a u t h o r ‘5 k n o w le d g e .

B y e o m b i n i n g t h e L y a p u n o 、 -

S e hm i d t p r o e u d u r o w i七h t h e to e h 刀 i q u e o f e o r n o e t e d s o t
,

w e e s t a b li s h s e v e r a l

m u lt ip li e i t y r e s u lt s u n d e r s u i t a b le e o n d i t i o n s .

Ke y w o r ds m u lt ip li e i t y r e s u lt s
, 。la s t i e b e a m e q u a t i o n s , r e s o n a n e e

,

t e e h n iq u e o f

e o n n e e t e d s e t


