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摘 要

本文介绍K K M技巧
,

并用以建立了新的抉择定理和重合定理
,

等近期文献中一些重要结果的推广
.

它们是[ 2
,

1 0
,
1 1

,
1 5

,
1 6 ]

关锐词 H 一空间 K K M映象 抉择定理 重合定理

一
、

引 言

对于平面上一块三 角形△
,

分别以其顶点二。, 二 , , x Z

为中心作三个圆面 M
。,

M
, ,

M
Z ,

使得△的边 x 拼, 仁M
‘
U M

, (‘
,

j= o , 1 , 2 , ‘< j)
,

且△ c M
。
UM

:

UM
Z ,

则易证 门M
‘至

少含有△的一点
,

如 图 1 所示
.

这个简单的几何问题
,

实际上包含着关于

单形的一个深刻性质
.

这一性质 在 1 9 2 9 年 由

K n a s te r ,

K u r a t o w s k i和 M a z u r k i ew ie z

所揭示
『‘2 ’,

这就是后来 称之为 K K M 定理的

著名结果
.

K K M定理 设△
。

= 〔劣
。 ,

劣, ,

⋯
,

寿〕是
。
维欧氏空间R

”

中的一个
n
维单形

,

M
。 ,

M
l ,

⋯
,

M
。

都是 R
”

中的闭集
.

若对任一子集 I二

{o , 1 ,
⋯

, n }
,

均有

c o {x ‘: f〔I蛋二 UM
‘,

则△
。

n n M
‘笋小

.

,

本文是在中国科学院数学研究所访问期间完成的
,

作者对数学所的支持表示感谢
.
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K K M 定理的证明基于 B r o u w er 不动点定理或组合论中的 S p er n er 引理
,

例如见

[ 5 〕
,

也可见〔1 〕
.

利用可缩集来代替凸包
,

H o r v a七h[ ’。,
将K K M定理推广到了H 一空间〔”

.

所谓H 一空间
,

乃是一序对 (X
,

{r
,

})
,

其中X 是拓扑空间
,

{厂 , }是给定的一族X 中的非 空可缩 子 集
,

用

X 中的一切有限子集A来编号
,

且A仁 A
产

蕴涵厂
,

c 厂AI
.

在H 一空间(X
,

{厂 , }) 中
,

集 D 住X

称为关于集C〔X 是H 一凸的
,

如果对任一有限集月二C
,

有 厂
,

c D ; 特别
,

当 C = D 时
,

简

称D 是 H 一凸的
.

显然
,

若刀瞬二X 是H 一凸的
,

则 (D
,

{厂
, : 。均也是一个H 一空间

.

集 L c X 称

为是 H 一紧的
,

如果对任一有限集A仁X
,

存在紧的H 一凸集D 仁刃
,

使得 L UA c= D
.

集M仁 X

称为是紧闭的 (紧开的之
,

如果M 相对于X 的每一紧子集是闭的 (开的)
.

若X 是 H a u o d o r
ff 线性拓扑空间

,

对任何有限集A二X
,

置厂 , = c o A
,

则 (X
,

{厂
,

}少

便是一H 一空间
,

且X 的任何凸子集是 H 一凸的
,

任何紧凸子集是 H 一紧的
.

同样
,

H 一空间及

H 一紧性也包括了凸空间及
c 一紧性“ 3 ’

为特殊情形
.

据〔1 。〕
,

可将 H 一空间中的K K M定理叙述为
:

设 (X
,

谨厂, })是H 一空间
, x 。, x : ,

⋯
,

介是X 中的。+ 1个点 (未必相异)

有

M
。,

M
, ,

⋯
,

M
”

是X 中的
n + 1个紧闭子集

.

若对任何I〔通。
,

卜 ⋯
,

n}

厂{x
: 硬了}c U M

‘ ,

则 门M
‘
笋小

.

以K K M 定理为基础
,

可导出一种适用性很广的论证技巧
—

K KM 技巧
.

本文的目的

是介绍这种技巧
,

并 用以建立起新的非线性抉择 定理和重合定理
,

推广了近期文献中某些重

要结果
.

二
、

K K M 技 巧

K KM 定理之所以受到重视
,

是由于这一定理可以推广为无穷维形式
.

这种推广首先是

由K y P a n 〔日’
给出的

,

并需借助于K K M映象来表达
,

为更具一般性
,

我们在H 一空间中将其

叙述如下
:

定}义 设X 是一非空集
,

(Y
,

{厂 , 扮是 H 一空间
,

F
:

X , Z r是集值映象
.

若对任何有限

集你
, ,

⋯
, 二

。

}C X
,

相应地存在有限集{夕
, ,

⋯
, 夕

,

}二 Y
,

使得对任一子集IC= { 1
,
⋯

, , }
,

有

F {y
: ‘(z }c U F (x ‘)

,

喀峨
_

I

则称F 为广义K K M映象
.

特别
,

当X 二 Y
,

且夕
‘二 x ‘ (i= 1 ,

⋯
,

n) 时
,

称F 为K K M 映象
.

F 一K K M 定理 对于上述广义 K K M 映象F
:

X * Z y ,

若对每一劣〔X
,

F (x) 在y 中是紧

闭的
,

则集族{F (x)
: 二〔X }具有有限交性质

;
若还存在丸〔X

,

使得F (拘)为紧集
,

则

n F (劣)笋小
.

证 对于任一有限集 {二
, ,
⋯

,

g 。

}C Y
,

使对任何IC { 1
,
⋯

% 。

}c= X
,

因F 是广义 K K M 映 象
,

故存在有限集勿
, ,

n }
,

有
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厂行
:

“科二 U F (戈‘)
.

‘ I

于是
,

据 K K M 定理得 n F (x
‘)笋小

,

这就表明集族{F (对
: 二〔X }具有有限交性质

.

进 而
,

若 F (二
。

)为紧集
,

则因这紧集中的闭子集族 {F (幻 n F (丸 ) : 二〔X }具有有 限交性质
,

故必

门 (F (, ) 自F (x
。

))手中
,

二 任 X

即 n 尸(戈 )沪小
.

证毕
.

‘ 〔 X

F 一K K M 定理在处理许多非线性问题 中起着重要的作用
,

而且逐渐形成为一种独具特 色

的K K M技巧
.

这种技巧的要点是
:

根据所论问题的性质和条件
,

适当地 引进一个映象F : X

”2 了 ,

使得

( 1) F是广义 K K M映象
,

并 满足F 一K K M 定理的条件
.

于是
,

根据

自F (, )铸小
. 任 X

去求问题的解
;
或者

(2 ) 可证F 不是广义 K K M 映象
.

于是
,

存在 有限集 {二
, ,
⋯

, 劣”

}C X
,

具有某种匹

配性质
〔7 ’: 即对任何 {夕

工,

⋯
, 夕

,

}仁 Y
,

有子集I二 {1,
·

八 , 。}
,

使得

厂{,
.

: “八 n 门 (Y\F (x
‘

))子 小
.

诬任 I

由此给出问题 的解
.

下面列举几个简单例子
,

说明这一技巧的应用
.

例 1 极值问题
‘“〕

关于极值存在性的最重要结果是 W
e ie r s t r a s s 定理

,

即紧集上的下半连续函数必有最

小值
.

但这一定理沉重地依赖于紧性条件
,

因此M aZ u r ,

S c h a u d er 于 1 9 3 6年又给出下列

结果
〔

止
‘’:

M a z u r 一S e h a u d e r 定理 设 E 是自反 B a n a e h 空间
,

C是E 中的闭凸集
, 沪是C上的下

半连续
、

下有界的凸泛函
,

且是强制 的 (即 h m }毋(x) }= + 。)
,

则存在x0 〔C
,

使得
到川{一 + 刃

in f甲(% )二 甲(劣
。

)
.

证 令d ~ in f甲(劝
.

由甲的强制性
,

存在 p > o ,

使得
名 任C

甲(劝 》d + 1 (V 二〔C\K )

其中K = C n {x 〔E : }}xll ( p }
.

故只需证存在x0 〔K
,

使甲(二
。

)《甲(幻 (V 二(K )即可
.

令

F (劝 = {y〔K :切(川 ( 卯(x) }
,

则对任何有限集A 二K
,

有 c o A 仁 U F (幻
.

对于厂
, = c o A 及E 的弱拓扑

,
F : K , 2 苦是 K K M

留 任A

映象
,

且取紧值
.

故据F 一K K M 定理
,

门F (x) 铸小
.

取 肠〔门F (x)
,

即得所证
.

例 2 不动点问题

许多重要的不动点定理可 以利用 K K M 技巧而得出
,

例如
:

Br o w de r 不动点定理
〔3 ’ 设 (X

,

{厂, }) 是紧H 一
空间

,
B : X , Z x

是集值映象
,

满足
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( i) 对每一二〔X
,

B (x) 是非空H 一凸的 ;

(11) 对每一刀〔X
,

B
一 ‘

(夕)是开的
,

则存在丸(X
,

使得气〔B (x
。

)
.

证 令F (功“ X \B
一 ‘(功

,

则F : X 、 ZX 不是 K K M映象 ; 因若不然
,

则据 F 一K K M 定

理
,

存在 夕。〔 门F 勿 )铸中
,

从而 夕磋B 勺
。

)
,

V ‘f X
,

即 B (毛
, 。

)~ 小
,

矛 盾
.

因此
,

必存在
夕七 X

有限集月C X
,

使得

厂 ,
门口

‘B
一 ’

(豹 祷小
.

取 ‘。〔r ,
n

, n , B
一 ’

(”)
,

则”〔B (‘
。

)
,

V ”〔A
·

因B (“
。

)是 H 一
凸的

,

故 r
·

C B (“
。

)
·

因此得

戈。〔B (x
。

)
.

例3 鞍点问题

设E 是H a u s d o rf f线性拓扑空间
,

X 是E 的紧凸子集
,

函数q7: X x X * (一 oo
,

+ “)满

足下列条件
:

(i) 甲(二 , 功关于x 下半连续
,

关于夕是。一广义拟凹的
〔咭’;

(i i) 帆二 ,

功关于夕上半连续
,

关于 x是 o一广义拟凸的
.

则存在切的鞍点(厉
,

刃〔X x X
,

即有

俨(厉
, 夕)( 卯(厉

,

歹)《甲(劣
,

歹)
,
丫戈 , 夕〔X

.

证 令

F
l

(夕) = {x 〔X , 切(二
, 夕)《o }

,

F
:

(x )二 {夕〔X :甲(二
, 夕)》o }

,

对任何有限集A 仁X
,

取

r
,
二 cO A

.

据〔4
,

命题 2
.

1 〕
,
尸

1 ,

F
。 : X , 2x 都是广义 K K M 映象

.

又F
I ,

F
Z

都取紧值
,

故由F 一K K M定理
,

自 F
,

(夕)子小
,

自 F
Z

(x )子中
.

, CX . 〔 X

取 惫〔
,

Q户(u)
,

贩enx Fa( 八
则 (’

,

豹 “限
切的鞍点

·

以下记乙(D
,

Y )为所有D 到y 内的连续 (单值) 映象的集
,

L ,
为包含 L U 月 的一切紧的

H 一
凸集之交

,

特别A 为单点集 {对时
,

记作L
: .

在下面两节
,

我们分别应用 K KM 技巧来建

立新的抉择定理和重合定理
.

三
、

抉 择 定 理

定理 1 设 (X
,

褚r
,

}乡是H 一空阿
,

y是拓扑空卿
,

(E
,

( )是 R ies z 空间
, a ,

刀〔E 是

二 给定的元
, s〔以X

,
y )

,

映象f
,

少 X x y o E 满足

( i ) 对每一到〔y
,

集 {: 〔X : g (, , g )常
a }关于集笼

, 〔X :
f(x

, 夕)节刀}是H 一凸的 ;

(11 ) 对每一 x 〔X
,

集{夕〔y :
f(二

, 夕)《刀}在Y 中是紧闭的 ,

(ii i) 存在H 一紧集L c X 及紧集K c Y
,

使对任一 二〔X
,

当: (幻 ( Y\K 时
,

存在占〔L
: ,

使得
f(雪

, : (二 ))节刀
.

则下列结论之一成立
:

( 1) 存在牙〔X
,

使得抓毖
, : (幻镇心

( 2 ) 存在歹( s( X ) n K
,

使得
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f( 二 ,

豹 ( 口
,

V , 〔X
.

证 令F (劝 , {万〔Y :
f(x, 刃 成价

,

考察集值映象f ’F
:

X o Z x .

如果犷
‘尸不是 K K M映象

,

则存在有限集 A仁X
,

使得

厂
,

门 门 (X \
s 一 ‘

F (x ))铸小
.

于是 有勇〔厂
, ,

使 云〔X \s 一 ’
F (二)

,

V %〔月
,
且I] % 磋F

一 ‘s 峥)
,

V %〔A
,

从而

A 二伙〔X
:
j(二

, : (幻 )戒斑
.

据条件(i)
,

得

示〔r , 〔笼二〔X : g (x
, : (示) )荞a }

.

所以 g ,
, : (幻 )崔a ,

结论(1 )成立
.

如果“一 ’F 是K K M 映象
,

则对每一有限集B 二X
,

在 H 一空间 (L 。 ,

{厂川
、L 。

})中
,

映象

户: L , 、 2 石 , , ~
: 一 ‘F (二) n L ,

也是K K M 的
.

由条件 (i i) 及L 。
的紧性知

,
丫二〔L 。 , 户(劝是紧的

.

因此据 F 一K K M 定理
,

得

自 户(二 )一 L 。 自 门 s 一 ‘
F (x )铸小

.

x (L , 戈(L 。

下证
: (X )自K n 自 F (x) 铸护

设不然
,

则

s( X ) n K 仁 U (Y\尸 (劣) )
.

因 : (X ) n K 是紧的
,

y \F (哟 是紧开的
,

故存在有限集B
,

C X
,

使得
: (X )门K C U (犷\F (二) )

.

戈(B l

因此
s 一 ‘

(K )二 s 一 ’

( 日 (Y\F (二 ))、二X \
\ 戈(召 i /

自 : 一 ’
F (x )

.

戈(L 刀1

注意到x 〔LBI 蕴涵L
:

已L B , ,

有

L刀
1

门 门
占‘L刀:

s 一 ‘
F (雪)C {二〔X : 二〔 门 : 一 ‘

F (雪) }
哭L

= {x 〔X
, s (x )〔 门 F (雪) }

鱿L
-

C S 一 ’

(K )
.

上式最后一个包含关系是根据条件 (i ii ) , 因为否则
,

将有二 ‘
〔X

,

使

: (二
,

)〔 门 F (雪)
,

且二 ,

诺。
一 ’

(K )
,

占(L x ’

: (犷 ) 磋K
,

且f(舀
,

L B i

s (x
尸

))《刀
,

V 占〔L
二 ‘ ,

s 一 ’
F (豹C X \

这与条件 (11 1) 相矛盾
.

于是得

门 s 一 ’
F (二)

,

劣(L刀
:

从而
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门
: 一 ‘

F (x )= 小
.

x (L B :

这与已证的

‘

因此
,

自
x〔L B z

存在

户(幻子中相矛盾
.

歹〔 s (X )门K 门 门F (, )
,

即 夕〔 s (X )门K
,

且

f(x
,

豹 ( 刀
,

V 戈〔X
.

结论( 2 )成立
.

证毕
。

注 1 〔10 」中的一个主要结果即命题 1
,

是定理 1 在下列情况下的一个特殊情形
:

E 二 R (实数集)
, a 二口二 久(R

,

L 二 K 二X 二Y为紧拓扑空间
,

厂 , ” 门 {S (‘
,

r
)

:

A 二S (双
, r

) } (见 [ 1 0 ] )
,

丫 拭 R

““ I x (恒等映象)
.

定理 1 也是〔16
,

定理3〕和〔n
,

定理5
.

1] 的推广
.

以外
,

在〔2
,

定理 2 1中
,

令

f
:

(劣
,

g )二 夕
1

(劣
,

夕)二 f(,
,

g )一甲(戈 ) + 切(夕)
,

则对于 了
,

,

g , :

X x X 一E 及 a 二刀二奴 E
, s二 I x (恒等映象)

,

由【2
,

命题 1
,

7
,

8 』易知 [ 2
,

定理2 ]中诸

条件已蕴涵了定理 I的条件
,

并对 了么 g :

引用定理 1 即得〔2
,

定理2 1的结论
.

类似地
,

在〔2
,

定理3 】中
’

令

f
l
(‘

,

, )” 一 f(,
, 劣

,

幼)
,

g ,
(劣

,

夕 )二 f(g
,

g
,

二 )
,

则在冲
,

定理s] 的条件下
.

对了
: ,
9 1 :

X x X ‘ E

及 a 二刀二 0( E
,

: = I x 可引用定理 1
,

并得[ 2
,

定理 3 ]的结论
.

因此
.

定理 1 也包含了「2
,

定理 2
,
3」为特例

.

四
、

重 合 定 理

..表
护

声
了山日J .

谧斗

创理 2 设 (X
,

{r , }) 是 H 一空间
,

Y 和Z 都是拓扑空间
,

尸
,

Q : X o Z r

都是集值映象
,

升 X o Z z
是上半连续集值映象

, : 〔以X
,

Y )
.

假设下列条件满足
:

(i) 对每一
二〔X

,
尸(劝 为Y 中的开集,

(11 ) 对每一x 〔X
, s 一 ‘

P (二)仁 s 一 ’

Q (二)
,

且 Q
一 ’

(s T (二))关于 P
一 ‘

(s T (x ))是H 一凸的 ,

(ii i) 存在H 一紧集L c 无及紧集K 仁 Y
,

使得

(a ) s (Z )自K c P (X )
,

(b ) X \T
一 ‘s 一 ‘

(K )c {x 〔X : 二〔T
一 ‘s 一 ‘Q(L

:

)卜
,

(c ) 对任何有限集A c X
,

L
,

C T
一 ’。一 ’Q(L

,

)蕴涵L ,
\T

一 ‘: 一 ‘

(K )C T
一 ‘: 一 ‘

P (L
,

)
.

则存在与〔X
,

使得
s T (二

。

) 门Q (x
。

)铸小
.

证 对每一 x 〔X
,

令

F (劝二 X \T
一 ‘: 一 ‘

尸(x )
.

如果能够证明 F : X , Z x 不是 K K M 映象
,

则存在有限集A C X
,

使得

r ‘
n n T

一 ’s 一 ‘尸(二)沪小
.

于是有
戈。〔厂

, ,

使x 。(T
一 ’s 一 ‘

p (二 )
,

V 二〔姓
,

即A c P
一 ‘

(s T (x
。

))
.

由条件 (11)得
义。〔厂, c Q

一 ’(s T (x
。

))
,
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所以Q (二。) 门
s T (二

。

)子小
,

结论得证
.

下证F : X 、Z x 不是 K KM 映象
.

设相反
,

则对任何有限集B C X
,

映象

户: L 。、2岛
, x ~ F (劝 n L ,

在紧H 一空间(L 。,

{厂A 门L 。

} }中也是 K K M 映象
,

且取闭值
.

故由 F 一K KM 定理
,

得

二

泥
。

夕(‘ , 一五· n
二

左
二

(X \T
一 ’一

‘
尸(‘, ,

, L 。
\T

一 ’: 一 ‘尸(L , )特小
,

即L , 含T
一 ’s 一 ’P (L , )

.

另一方面
,

由条件 (i) 及 (iii )(a) 知
,

存在某一有限集B
:

C X
,

使得
s (Z )门K C P (B : )

.

因而
s 一 ‘(K )c 了

‘P (B , )
,

由此及条件 (11)得

T
一 ‘s 一 ‘(K )T c= T

一 ‘s 一 ’
p (B , )〔T

一 ’: 一 ‘
P (L刀

:

)C T
一 ‘s 一 ‘

Q (L , ,

)
.

(, )

再注意到二〔L B :

蕴涵L
二

C L BI 及条件(i 11)(b)
,

得

L 刀
1

\T
一 ’s 一 ’Q (L刀

,

)仁{x 〔X : x 诺T
一 ‘s 一 ‘Q(L

二

) }

〔 T
一 ‘: 一 ‘

(K )c T
一 ‘s 一 ’

Q(L 刀
:

)
.

这表 明 L 刀
:

C= T
一 ’s 一 ’Q (L刀

;

)
.

于是
,

由条件 (1 11)(e )有 L刀
:

\T
一 ‘s 一 ‘(K )C T

一 ‘s 一 ‘P (L刀
:

)
,

并

由(. )式得

L 召
:

C T
一 ’s 一 ‘P (L召

:

)
.

这与已证的劫
,

伏T
一 ’: 一 ‘尸(L B :

)相矛盾
.

所以F : X * Zx
不是 K K M 映象

.

证毕
.

注意
,

若 Z = X
,

且 T 是恒等映象I x ,

则条件(i )可减弱为 尸(x) 在Y 中是紧开的
,

此时

户(幻仍为闭集
,

以上证明仍能通过
,

故定理 2 仍成立
.

于是有

推论1 设 (X
,

{r ,
}) 是H 一空间

,
Y是拓扑空间

,
尸

,

O : X , 2r
, s(以X

,
Y )

,

满足下

列条件 (i)
产

~ (111)
尸:

( i )
产

对每一二〔X
,
尸(劝 在Y中是紧开的 ,

(11)尹
,

(111)
产

即定理 2 中的条件 (11)
,

(111)
,

其 中T = I x .

则存在劣。〔X
,

使得
s (二

。

)〔Q (x
。

)
.

注2 推论 1 是【15
,

定理 6 ]
,

【n
,

定理 3
.

1及其推论 ]在 H 一空间的推广
.

作为定理 2 的一个应用
,

我们再给出一个极小极大不等式
:

推论2 设 (X
,

{厂 , })是H 一空间
,

Y和Z 都是拓扑空间
,

T : X , 2z 是取非空值的上半连

续映象
,

正以 Z
,
Y )

,

函数切
,

少 X x y 、 (一帕
,

+ co 〕满足下列条件
:

1
0 甲(戈

, 夕)《沪(劣
, g )

,
V (劣

, , )〔X x Y ,

2
。

对每一劣〔X
,

函数夕~ 叭 x ,

妇在Y 中是下半连续的 ,

3
“

存在a 〔(一 oo
,

+ co 〕
,

使对每一二〔X
,

集Q
一 ‘(s T (x ))关于 P

一 ‘(s T (二))是H 一凸的
,

这里P 。) = {夕〔Y :切(x
, 夕) > a }

,

Q(x ) = {夕〔Y
: 沪(x

, 夕) > a } ,

4 。

存在H 一紧集LC X 及紧集K C y
,

使对任一有限集A C X
,

有

T (L , )门{
之〔Z : s u p 甲(睿

, s (之))( a }C
s 一 ‘(K )

.

占(L
,

则下列结论之一成立
:

( 1 ) 存在(x
。, : 。)(G (T )(T 的图象)

,

使得

护(劣
。, 召(z 。))> a ,
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( 2 ) 存在夕
。
〔 s (Z )自K

,

使得

s u P 甲(戈
, g 。)《a

.

特别
,

当a = S U P
, z

)‘G (T )

功(二
,

s( z ) )满足条件4
“

时
,

有

m in s u P 甲(劣
, 夕)( 。u P 劝(x

, s (z ))
.

夕(s (Z )「、K x
(X (x

, z
)(G (了

’

)

证 当a ~ + co 时
,

结论显然成立
.

下设a < + co
.

对于 尸
,

Q
:

X o Zr
,

考察定理 2 的

条件

i) 据2
。 ,

对每一二〔X
,
尸(x) 为Y 中的开集

.

11) 据 1
。 , 3

“ ,

定理 2 的条件(11)满足
.

iii ) 据4
“ ,

对任何有限集A C X 有

T (L , )\s 一 ’
P (L , )= 7

’

(L
,

)\ U { 2 〔Z : 甲(戈
, s (之))> a }

戈〔L ,

二 门 T (L , )门{
二〔Z : 切(二

, s (z ))( a }
劣(L ,

二 T (L , ) 自{
: 〔Z : s u P 甲(, , s (z ))( a }

戈(L
,

C
s 一 ’(K )

.

由此易得

L ,
\T

一 ’: 一 ‘(K )仁T
一 ’: 一 ‘

尸(L
,

)
.

即定理 2 的条件 (11 1) (c) 满足
.

又 V x 〔X \T
一 ’: 一 ‘

(K )有
x 〔L

二

\T
一 ’s 一 ’

(K )仁 T
一 ‘s 一 ‘

P (L
:

)C T
一 ‘s 一 ‘

Q (L
:

)
,

故X \T
一 ‘s 一 ‘

(K )C {二〔X : x 〔T
一 ’s 一 ‘Q(L

二

) }
,

即定理 2 的条件 (111) (b )也满足
.

如 果定理 2 的条件 (i ii )(a )满足
,

则据定理2 ,

存在x0 〔X
,

使得
sT 伍

,

) n Q(丸)祷小
.

故

存在 (劣。
, 之。)〔G (T )

,

使得
s (2 。)〔Q (二

。

)
,

即

势(劣
。, s (:

。

) )> a ;

如果定理 2 的条件(i ii )(a )不满足
,

则存在 黝〔 : (Z ) n K
,

使得

夕。〔Y\P (X ) ~ 门 {g〔Y : 切(二
, 夕)( a }

,

故 s u P切(劣
, g 。)《a

.

X

特别
,

当a =
s u p 袱x , : (z )) 满足条件 4

。

时
,

结论(1 )不能成立
,

故必结论 (2) 成
(x

, 夕)(G (T )

立
,

且有

m in s u p 切(戈
, 夕)( s u p 切(x

, y o)( s u p 功(x
, s (z ))

.

y (s
(z )而尤 二(X 二(X (x

, z
)(G (T )

证毕
.

注 3 【9
,

定理 l] 是当Y 二 Z 二K
, : = I y (恒等映象)

,

叫 , ,

川 , 沪(‘
.

川 ” 一l( ‘ ,

妇时的推论 2的

一个特殊情形
.
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