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摘 要

文献〔1 」弓!用压力梯度作为新的自变量以代替通常的纵坐标 戈 从而将经典的边界层方程变

为新的形式
.

在此基础上
,

文献〔1 』用图解法求定任一截面处的摩擦应力因子
。

本文仍然采用文献〔1 1的变量置换
,

但用级数法求得了层流边界层方程的一级近似分析解
;

并得到了计算摩擦应力因子的公式 (4
.

1 3 )
.

对于主函数中不含常数项的一类流动说
,

本文求得的

摩擦应力因子和文献〔1 』的结果十分符合
;

对于主函数中含有常数项的另一类流动
。

文中作了更

进一步的简化
,

求得的摩擦应力因子和文献〔1 」的结果相比较
,

误差也低于 10 帕
。

关. 询 层流边界层 压力梯度 摩擦应力因子

方程的变换和级数解法的提出

平面定常不可压缩层流边界层方程为
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值
【‘, ,

虚线表示本女的结果
,

即式(3
.

1 6)
,

由图 1 可见
,

二者十分符合
.

只是在 分 离点(甲



介口2

:
00
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= O ,

附近
,

二者才出现明显的差异
.

当卯一 0时
,

流动发生分离
.

由式 (3
.

] 6)

得

舀= 一 0
.

1
.

7 3 5

由

一 0
.

1 73 5 = 一戈/ (1 一 x )

得

x = 0
.

14 7 9

准确值为
‘” x 二 0

.

12
,

误差为23
.

5肠

四
、

主函数屯= x
·

dC/ d x 为任意时的一级近似解

当〔二
·

d雪/ d 二〕。一 A 今O时
,

我们需要求解式(1
.

飞
.

1 )
,

而不是求解式 (3
.

2)
.

边界条件则仍

然是式 (3
.

6 )
.

将式 (2
.

6) 、(2
.

5) 代入式 (1
.

1
.

1 )
,

用电子计算机不难求得式 (1
.

n )及 (3
.

6) 的数值解
.

我们来求它们的近似分析解
.

为此
,

需要将式 (]一 1 1) 做进一步的简化
.

1
.

按照皿〕
,

对于两种不同的流动说
,

只要二者的亡值和 雪值彼此各各相等
,
则甲值亦

相同
,

即是说
, 切值是 占和 亡的函数

.

但由本文的式(3
.

场)知
,

如果亡一x. d夕d 二中无常数项
,

即〔二 d却d幻
。 = 。时

,

则一级近

似时
, 切值只是 占的函数

,

而与 亡无关
.

例如
,

对于流动 U = x
·

e x p 〔一 x 〕说
,

雪= 一如 对于

流动 U = 1 一 x 说
,

亡= 占一梦
.

这两种流动的 亡值不相凤
,

但因〔芳 d刽d 二〕。~ Q
,

·

故这两种流

动有相同的甲值
.

(当二者的 占值相等时 )

另一方面
,

对于 亡二〔x d 夕d幻
。一A 斧 。的一类流动说

,

则由式 (1
.

1
.

1
.

)知
,

函数 f
:
与A 有

关
,

因而甲值也与A 有关
.

即切值与 乙有关
.

一级近似时
,

对于不同类型的流动
, 沪值的计算结果存在上述的如此本质的差异

,

是不

能被允许的
.

因此 ,
我们只能得结论

,

一级近似时
,

式 (1. 1
.

1) 的左边 最 后 一 项〔二d 身d x 〕。

x (f ;
2一 f

,

f了)很小
.

2
.

由于A (f ;
2 一 f

,

f犷)很小
,

按照M
.

E
.

山
。e 双的逐步逼近法

〔7 ’,

求式 (1
.

11 )的零级近

似解时
,

我们令姓(j ;
“一 f

,

f幻= 。,

于是式(1
.

1 1
一

)变为式 (3
.

2 )
,

而可求得了
:
二f

,。 .

求式 (1
.

」
.

1)

的一级近似解时
,

令A (f ;
“
一 f

,

f f)= A (六;一 f
, 。

f r。)
,

式 (1一 1 1) 简化成为

一 f
o

f丁/ 2 + f护一 1一 f笋+ A (f错一了10 f坚0) 二 o (4
.

1 )

式 中f
。,

f ;
,

f
, 。,

六
。 ,

及f了
。

分别由式(2
.

6) 、 (2
.

5) 及 (3
.

4) 、 (3
.

5) 决定
.

由于求解式 (4
.

1) 仍

然很繁难
,

我们将进一步简化式 (4
.

] )
.

按照文献〔6〕
,

求解弗克纳一斯肯方程

j, “+ 了f
“
+ 刀(1 一了

尸“

)= 0

时
,

令

f = 兄户了
。

这实质上是认为许多实际流动均接近于绕平板的流动
,

即认为
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1 一 f
, 么、 0

基于这种思想
,

我们认为

f ;
“一 1幻 o

由式 (3
.

2) 知
,

此时

f几、 一 f
o

f g / 2

再结合式 (1
.

1 0 )得

了几、 f梦 (4
.

2 )

故得

f犷
。
一f g+ C

Z

式中C
:

为积分常数
.

由于六
。

及六均无任何边界条件约束
,

所 以
,

我们假设

f r
。、月 (4

.

3 )

至于f:
。

及f ;
,

则因六
。

(5
.

8 3) 一 。
,

了; (5
.

8 3) 一 1
,

且f ;
“一 1 、 0 ,

故

f ;
。
今几 (4

.

4 )

由于

1
1。一 ,

: 。(。)+ , :
。

(。)。+
合, : 。(。)。: + ⋯

,
。一 ,

。

(。) + , ; (。)。+

音, : (。)。
2
+ ⋯

(4
.

5 )

、se!l人z月seZ

由式 (3
.

6) 有

f
: 。(0 )一 f

。

(o ) == o , f;
。(o ) = f ; (o )一 0

故当刀很小时
,

由上式及式 (4
.

3 )及 (4
.

5) 可得

f
。
幻 f

, 。

我们假设在整个边界层内
,

有

f
l。
、 f

。

(4
.

6 )

由式 (4
.

3 )及 (4
.

6 )得

7)有井 0f
, 。
”君 f

。

(4

由于 A (ff若一 f犷
。

f
l。

)为小量
,

且由式 (3
.

6 )
,

有 f ;
。

(5
.

83 )一 0 ; 由式 (3
.

4 )及 (3
.

8 )
,

f言(5
.

8 3 ) x f
l。

(5
.

8 3 )今 O
,

设f错= 。
,

并按照式 (4
.

7)
,

故 f结斗 f丫
。

f
, 。 .

因而 六l及f了
。

f
, 。均为小量

,

求近似解时
,

我们假

用f了f
。

代换f了
。

f
l。,

·

即式 (4
.

1) 进一步简化成为

1
, , 二 , 。 _ , ⋯

, , , -

一音f
o

f答+ f石
“一 1 一 f厂一 A f

o

f了= o (4
.

8 )
Z

J 。碑 , , J U 一

边界条件仍然是式 (3
.

6 )
.

将式 (2
.

7 )
,

(2
.

8 )
,

(3
.

2 )及 (3
.

3 )代入上式得

, 卜普(
丐指

丁
)
‘一

等(
一

界刃
’
+

;(
:
女)a

十
教万纂丁)

5 一

号(忐)

+ 3

(养
。
)
“一卜 A

(
5

.

飞
。: 2

一不沁
丁 , 4

+ 了百

赫
~ 。6

)
·

(俞
一

扁
万 。2

坑击
不 。。

)
一

号(
丐
畏才)

‘一

替(
一

乖
丁)

’
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+
歌志)e+ 靓

5

飞
。
)
“ 一

号(、挑
叮 、

2

一

幻) 一 上

一

讥切
‘
+

戮忐)
’ 一 3

(s.?s
3

)
“一

乳切
5

飞
3

)
‘ 一 2

(
污箭)

2

〕 (4
.

9 )

.rse
�」氏

A汀叹
、

++

积分
,

并利用式 (3
.

4) 得

, , 一 5
.

8 3

〔在(
5

瑟)
。一

晶(忐)
‘

+
矗(品

。
)
’
+

几(
5

飞
。)

“

9 了 叮 \5 ,

了 刁 、
3 叮 ]

: ,

f 4 了 粉 \
一

~

育只一吸
,

下 石二犷一
J

,

,
~
吸一石- 石不 J 一 一不 一 石万 一 卜十 z 里, 一 刁 二 吸

一

F 价厂 夕
I V \ 。

. 0 0 / \ d .

o J / 口
。 0 0 J L 任 。 \ 。

。
o 。 ,

( -
- 1 一丫_ 鱼( 一夕;

一
、

, _
卫

_

了 叮 、
\ 5

.

8 3 / 7 \ 5
.

8 3 / ] 5 、 5
.

8 3 /

,曰一氏口

+

+
一

剖谁
丁)

” 一

认磷
丁)

”

工5.5
3 + C ‘

( 4
.

]
一

0 )

再积分
,

并利用f : (0) 二。及式 ( 3
.

5) 得

“ 一 5
·

8 3 ‘

l击(
5

.ns
3
)
‘“

一鑫(森)
“
十

备眯
3

)
“
十

荆忐)

一扒
一

击)
“

代 (万戈
一

)
‘ 一

欲
一

万箭)刁
+ ““ 5

·

83
’

卜
2

;
、
(
。

飞
3

)
‘。
+

去 (在)
“一

粼
5

切

叔忐)
’+

翻
。

几、
一

)
“一

钊
一

叔门
+ c :“ 4 1 1 )

由f {( 5
.

8 3)

C :

= O得

x 5
.

8 3一 〕
.

0 7 7 3 只 5
.

8 3 一 A x s
.

so Z

(
- 2

衬‘ 蔺十
“ a

2

4 5

7 1 \
十

一
万石

-

一 下 ,
O U O /

n
一尸勺二U一

,上一

3一56

由式 (4
.

1
一

0 )得
f笋(o ) = C ;一 1

.

9 7 7 3 + 0
.

3 2 7 1通 (4
.

1 2 )

由上式及式 ( 3
.

1 4) 得

切答一f曹(o ) + 雪f竺(o ) = 0
.

3 4 3 ]
一

+ 雪( 1
.

9 7 7 3 + o
.

3 2 7 1A ) (4
.

1 3 )

当A 一O时
,

上式变为式 ( 3
.

1 6 )
.

例2 设U 一劣一扩
,

则安一 1 一 2x
2
/ ( 1 一 x “

)
,

亡- 一 (梦一 4占+ 3)
, ⋯ A = 一 3

.

由式 ( 4
.

1 3)

得

甲= 0
.

3 4 3 ] + 0
.

9 9 60雪 ( 4
.

14 )

图 2 表示一级近似下
,

例 2 的流动的摩擦应力因子甲与纵坐标二的关系
.

实曲线表示准确

结果“ ’,

虚线表示本文的一级近似结果
,

即式 (4
.

14 )
.

由图 2 可见
,

在 二 = 。、。
.

44 的范围
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\\

内
,

本文的误差小于 10 肠
,

只是在分离点附近
,

才有较大的误差
.

当甲二 O时
,

流动发生分离
,

由式 (4
.

14 )得

三= 一 0
.

34 3 1 / 0
.

9 9 6 = 一 0
.

3 4 4 5
,

‘ = 斌丽不酌八百屯 歹二 0. 6 3 4
.

准确值为
【”

x ~ 0
.

6 6
,

误差为4肠
.

将式 (4
.

n ) 再积分一次
,

并利 用边 界条

件
,

f
,

(0 ) = o ,

便

得

士、、

1
一

0

圈 2

, , _ 、
_ 。 。 。 s

「 1
.

/ 刀 、“ 1 了 专 、
‘0 .

5 了 叮 、
J 八U 少一

刁
.

0 0 1一万万万万 吃一万
~
石不 , 一 石万五 吸一万 吞不 , 冲一万石万石

-
吸一万

一
石石 夕

L 工 U 口 V \ 。
.

O J , 。 V V 、 口
。

0 。 , 上 v v 。 、 口
。
。 o ,

3 了 刀 、
8 3 了 刃葱\

7 .

1 / 刀 \
6

1 1 刁 、5 1
月
肉 一

下万万 吸一万 6 6 一
口 一

一

不万不 . 一屯下 6 万
~

夕 寸
‘

石只. 一屯尸 石万
~
夕 一

一石 吸一言
.

示犷
.

刀 !
刁 o V \ 刁

.
0 0 / 1 任 V 、 刁

。
o 。 / ‘ V \ 。

.
0 。 / U 、 口

.

0 。 / J

, 、· 二 o 。 : f Z 了 叮 、
, ‘ ,

1 了 刁 \‘
“

个” 入 ‘
·
”‘

L一爪慈爪丁厂气万丽) 十丽丽气万丽)

一 -

上
-

了一夕 - 、
5 6 X 3 、 5

.

8 3 /

〕l / 叮 、8 .

1 了 刀 、
7

一
~

下下下狡了6 . 一下一 石万一 口 个 石只 . 一下, 石万, 刀
I V Q 入 o \ 刁

.
0 。 / 。 V \ 刁

.

0 0 1

一

品(兮箭)
5

]
+ C ;”

2

/ 2

故

,
,

(。)一 1
一

。8
.

」
.

6

〔(儡
2A

2 4 7 5
丫一夕一
I \ 5

.

8 3

、1 1
.

1 1
刀 十 . 一 ; 石 人

/ \ O V U

+

益)(燕
。
)
‘。 +

(儡
A

1 6 8

\了 冲 、
。 .

了 3 1 1

八蔚爵) 十气系万 一万玩

X A

)(忐)
‘ +

(
一

击
+

磊)(
。
推

3

)
’
+

(晶
一

磊)(志)
“

一石
一

X
了 刀 、

8

〕
. , 八 n 。 。。 . 八 , 。 。 。

八_ 2

、万丽月 , 、u
·

” ““ ‘十 ”
·

上。。 。
“)zl

f 一f
。
+ 打

,

于是
,

式 (4
.

15 )
,

(4
.

1 6) 及 (2
.

7) 便构成 了层流边界层方程的一级近似分析解
.

(4
.

1 5 )

(4
.

1 6 )

[ 1 ]

[ 2 ]
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