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摘 要

本文利用位移的S o tn i g lia n a公式和有限部积分的概念
,

导出了求解三维弹性力学巾的任意形

状平片裂纹问题的超奇异积分方不彩几
,

进而联合使用有限部积分法 与边界元法对所得 方 程建立了

数值法
.

为验证本文的方法 计算了若干数值例子的裂纹面护位移间断及 裂 纹前沿的应力强度因

子
,

它们与理论值相比符合很好
.

关健词 超奇异积分方程 三维断裂力学 有限部积分法

一
、

引 言

Io a ki m id is (1 9 8 2年) 首次将有限部积分的概念引入断裂力学
,

并导出了受 撼:向载荷

作用的平片裂纹的超奇异积分方程
「‘’,

其中未知函数是裂纹面的位移间断
.

与主值型的奇异

积分方程
〔2 , “〕相比

,
Io a k im id i。 的方程在数值计算方面更 简单

,

容 易利 用 有 限 部 积分的

G au 洲求积公式求解
〔‘, 5 ’.

因此
,

近几年来
,

超奇异积分方程被广泛用于求解裂纹问题
仁”,
”

.

本文利用有限部积分的概念和S o m ig lia n a公式
,

在工作 〔8 」的基础上
,

进一 步导出了三维

断裂力学中受任意载荷作用的平片裂纹的超奇异积分方程组
,

进而推广文献 [ 7 〕关于 I型裂

纹问题 的数值方法
,

联合使用有限部积分法 与边界元法对所得方程组
.

建立了数值法
.

最后利

用本文介绍的方法计算了若干数值例子
,

得列了裂纹面的位移间断和裂纹前沿的应力强度因

子
,

数值结果表明本文提出的方沙是令人满意的
.

二
、

位移场和应力场

考虑一个含一平片裂纹S 的三维无限弹性体
,

如图 1 (a )所示
,

令 S
十

和 S
一

分 别 表 示S 的

上
、

下表面
,

则利用 8 0 m ig lia n a公式导出弹性体内任一点P的位移为
〔8 ’:

。*
(, 、二 一

{
_

走

: 士‘。,
,

Q)。‘ : Q 、泞。Q ) (‘
,

; 一 :
一

, : , 3 )
沙 O

J

‘2
.

1 )

式中。‘二 “育一听 2 , 3 )为裂纹S 的位移间断
,

积分核由以下公式给出
:

.
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P (万 : , 戈 : ,
0 )

戈 1 (左
、)

(
a

) (b )

T 奋
‘ P

,

Q = 沌:
, 3

仁交1 一 2 , d
。‘+ 3 : , , : , ,〕一

.

1 一 2 ;
·

: , , 6
3‘

一 r , ‘d
3 , 、}/ s 兀 1 一 ,

、

r (i ,
k = 1 , 2 , 3 、

其中
,
为泊松比

, :
为P点与q 点之间的距离

.

体内丸汽相应的应力为
:

a ‘,
‘

,

一 !
s 十

S 、
‘, (,

,

。 。二。
·

、: Q
f

,

j
夕

k = 1 , 2 , 3 ) (2
.

2 )

式中积分核为
:

S奋‘, 厂p
,

Q 、 =
E

8 兀 (1 一 v Z

)r 3 {一 3 r , 3

〔(1 一 Zv r , *
d‘, + , r , ‘

d , 。+ r , , d
‘。、

一 sr , ‘r , , r , , 〕一 3 v r , , j
3‘+ r , ‘

占3 , 、 r , 。一 ]一 2 , ,

(3 r , : r , , d
。。

+ 占
s ‘

d j。+ d
。, 占‘、 + 1一 4v

‘

占3 。占, , } 了k
, f,

j= 1 , 2 , 3 )

其中E 为弹性模量
.

= 和 朴 卞 程 夕日

一
、 l/ 、 / 子 / J 口一 . 确 训 ‘‘

利用有限部积分的概念
,

在应丈表达式
、

2
.

2 式 中
,

令内点p 趋向裂 纹 面 S
十 ,

则裂纹面

S
+

上的应力的边界值由以下超奇异积分表示为
:

E

8 二 (1
.

一 v

1 _
_ _ 、 。

_

_ _
‘ , . ‘

八

r 3 L I一 艺梦) o
a
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咬a

,
卢= 1 , 艺)

E f l
口 ;

“
= 画硕顶巧月了

:
工 : 3 ”

aa4
‘““2

其中符号
王
表示积分须按有限部积分。

·

算
〔日1 .

设裂纹表面S
+ i

刃
一

)上作用的外应力分量为 (丸
,

P
Z ,

九

相应 的边界应力相等
,

则得到一组超奇异积分方程如下
:

令它 们 与
、

3
.

1 、 :3
.

2

f 1
干
。 二 _ : L

‘
1 一 艺v ) O

。
尸+ 吞, 犷 , 。 r ,

尸」召夕(考l , 自2 )以白, 以当2

J J
‘

T

一丝工誓立
,

。

(X l , X Z

, (a ,

“一‘
, 2 ,

(3
.

1 )

(3
.

2 、

中的

(3
.

3 )

f 1

于
: 、

rs ”3

悟
工,
幻少““

, “、2
= 一

8 几 、1 一俨 )

E
P

3 厂
x l , x :

)

注意到方程
_

3
.

3 )~ (3
.

4 )中的未知函数 公: 了

f= 1
, 2 ,

程
仁’ ,
”中的未知函数 叭

, 。

2 ,
3 , a = 1 , 2 更正规

,

‘x , , x Z
一

〔S
+

(3
.

4 )

3 比相应 的主 值 型 奇 异 积 分方

因而超奇异积分方程的数值法比主
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值型 的简单
.

通常可联合使用有限部积分法与边界元法 求解方 程 (3
.

3

程
,

可得到所有的位移间断
, 云‘(i二 1 , 2 , 3 )

,

于是问题解决
.

10 4 7

、 (3
.

引
.

解这些方

四
、

数 值 方 法

第三 个超奇异积分方程 3
.

4 可联合使用有限部积分法与边界元法求解
〔7 ’,

故 这 里仅给

出求解由未知函数云
。

(a = 1 ,

2) 祸联 的超奇异积分方程组 (3
.

3) 的数值法
.

考虑到相似性
,

以

(3
.

3 第一式 a = 1
一

)为例
,

说明其离散过程
,

对于 (3
.

3 )第二式可类似处理
.

将积分区域S
十

划

分为若干三角形单元 (或其它有限单元
,

如图 2 (a) 所示
,

节点总数为N
.

利用边界元法
〔’。, ,

(a ) (b )

计算方程 3
.

御左边对于每一个单元的所有积分
,

在常规单元的情形
,

(3
.

3 )第一式 (a 二 l)

可化为以下线性代数方程组
:

子
刀

. _ * 二子
。

,

*
_

_
_ _

旦州 )二少2
。

_

‘I_ 1 。
‘

⋯ 、

式 中云
, 。
和云: 。

为 第。个节点处的位移间断分量
,

p
, ‘

为在参考节点 l上作用 的沿x :

方 向的载荷

分量
,

A : 。和 B ‘。
为系数矩阵元素

,

它们由对参考节点 l下列积分对 S
+

上所有单元积分决定
:

f 1
J e ·

= 于
。。 r 3 〔(1 一 2 , )d

, , + 3 , , r , , r ,
, ] 云, (占

, ,

占
2

)d 占
,
d蜜

:

(q = ] , 2 ,
⋯

,

M ; 刀二 1 , 2 ) (4
.

2 少

式 中M为 单元总数
.

孙 叨一 1 ,

2) 设为可由单元
。。的面积坐标表示的线 性 函 数

.

若 参 考节

点 l不与单元
。 。

的任一节点重合
,

则积分Ie
;

可按普通边界元法直接计算
.

当参考 节点 l与单

元。。

的某一节点 (不妨设为 ‘节点) 重合
,

此时积分I
。 。

是超奇异性的
,

因而 须 按 有限部积

分法
汇‘, 7 ’
计算

:

I
。 ,

~ 一 2 八
· (1 一 2 ; ) + 3 : e o 。“(0+ 0

。

)

R
“

(8)
d s 。

·

云“

一△
·

3 、5 in Z (8 + 8
。、

一 R 3

(0)
d S 云2‘ (4

.

3 )

其中S
k

为 jk 边上切点的面积坐标
,

如图 2 (b) 所示
,
么为单元

。 。

的面积
,

R 印为点 ‘(l )与 。之

间的距 离
,

0为i]’ (或l力 边 与i田连线之间的夹角
,

以逆时针方向为正
.

使用 以上数值方法
,

将超奇异积分方程组 (3
.

3) 、 (3
.

4 )化为如下矩阵形式表示的线性代

数方程组
:

A
·

{云, } + B { . 2 }= {P , } (4
.

4 )

C
·

{公
,

}+ D
·

{云2 }一 {P
:

} (4
.

5 )
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其中A
,

B
,

{任
,

}
,

{云
2

}
,

‘
·

{云3 }= {P
:

} (4
.

6 )

C
,

D
,

G 均为已知的系数矩阵
,

{尸
l

}
,

{尸
2

}
,

{尸
3

}为已知的节点载荷列 向 量
,

{云
3

}为未知 的节点位移 间断列向量
.

解方程组 4
.

4 、 (4
.

6 即 可 得到裂纹面

L所有节点处的位移间断云“ i =

四尸汐
l日J圳 } 少IJ I曰J J且 · ,了 卜/ J

了
!土习 1 , 一

1 ~ 、 1
·

U
“

, ”.‘ ”J I习 沪卜幼 耳弋七、 脚J

1 , 2 , 3、
.

求得这些值之后
,

利用 S o m ig lia n a 公式和有限

部积分法
,

可算出带裂纹体内任一内点的位移和应力
,

由此问题得以解决
.

五
、

应力强度因子计算公式

裂纹前沿Q
。

点的各型应力强度因子定义如下
:

K ‘(Q
。
、一{黔寸

一2。
·

a 3 3

(p ) 戈5
·

‘)

Kl (Q0 )砚卿护丽 .a
3·

(P) (5. 幻

‘ (Q0
、一 {黔材

一

如
一 ‘

as
·

(P) (s. 3)

式中
,

aa
:

(P )
,

几
:

(P)
,

几
,

(立 分别为内点P处关于局部坐标系 (二 3 , n , r) 的 法 向 和切向应

力分量
,

如图 1 (b )
.

根据文献「2〕
,

在裂纹面上Q0 点附近
,

位移间断可近似表示为
:

公‘(Q )一 u节(Q
。

)(d / 2 )
‘1 2 , (i~ 1 , 2 , 3 ) (5

.

4)

式中d为Q点与切线Q
。:
的距离

,

如图 1 (b) 所示
.

近渐近应叻山
, (P)

,

再代入方程(5
.

1) 、(5
.

3 )
,

, , 八
、

E
, .

_ ,

。
、

八 ’(哦’= 万〔丁巧
至了者黑

“, 七叼’
‘

,

~
、

E
, .

_ ,

八
、

K , (Q
。

) =
一

二不全 一

二
一
1im 云。

(Q )
·

一
: 、
一州 8( 1 一内 砰讥

一 ” ‘ 一 ’

利用上述结果
,

可以计算出裂纹边缘点Q
。

附

则导出如下应力强度因子的等价表达式
:

1 2 、资
I

一

二
一

,
‘

(5
.

5 )
、 d ,

、。
.
。 ,

告

)
音了 2

、 d

‘

、..产

一

9自
!

d
一

2..、
、

K 一(Q
。

) =
E

8 (1 + , )
1im 公

,

(Q )
·

口兮口。

(5
.

6 )

(5
.

7 )

其中云
:

(Q)和 公
,

(Q)分别为关于局部坐标系(二
3 , n , : )的法向和切向位移间断

.

六
、

数 值 结 果

为了验证前面介绍的方法
,

并说明其应用
,

本文作了若干数值例子的计算
.

例 1 受均布压应力作用的椭圆平片裂纹
.

无限体中椭圆平片裂纹的 形 状与几何参数见

图3及图4
.

若裂纹上下表面受到均匀的压应力
: P

3

(x
,

妇 ~ P
。
= c o n s七

,

则裂纹的 张 开位移

列于表1
.

由表 1可见
,

本文
.

的结果与理论值
【“ ’符合较好

.

衰1 无t 纲张开位移值

二⋯2 竺
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}一i旦兰二}
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一
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一

月

一
⋯

一
} 本 义 4 1

.
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.
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·
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.
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U 犷 } { } } } {
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_
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‘

·
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}
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“
·

灵
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钾
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I. ⋯
, :

叮
3 3

三!
_

}
、, r

介
“““。

夕
:

_
: r

一 }
‘ :

件
·

4 35

叩
.

U犷(u / b )二石
3
(0

,
v )

·

几; 几二E
·

E (k ) / 4 (1一 , : )夕
. b ; E (寿)为椭圆 函数

; k . [ i一 (b/ a ), J
, 邝

为了比较相应的裂纹前沿的应力强度因子
,

图 3 给出了随参考角 甲变化的无 量纲应力强
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度因子K 节(树 一K : (树 / p
。

动 b
,

图 4 给出了最大应力强度因子K : (b) 随两半轴 长 比 a/ b 变

化的关系曲线
.

由图 4 可见
,

本文的结果与理论值
『’‘’十分接近

,

比B ui
〔“’
的结果好

.

K 节(叻

一
�

沙20
..卜‘

l
卜.且

1
.1卜.1

,自八

‘

勺大

望 /
尹产一厂, ‘ 、甲

~

戈书协
。 /

身愧

。
·

4丫一一一茄
甲 !

CO
“

9 0

匕
_

图 4

例 2 1型矩形平片裂纹问题
.

无限体中矩形平片裂纹的形状及几何参数见 图 5 和图 6
.

当裂纹表面受均布压 应力 P
。

(x
,

妇 二夕
。
二 c o n s七 作 用时

,

图 5 给 出了最大应力强度 因子

K : (b )二 K 伙b )
·

P
。

斌 万随比值a/ b变化的曲线
.

由图 5 看出
,

当比值 a/ b 增大时
,

应力强度

因子基本上接近平面应变情形下 的值
,

显然
,

当裂纹上下表面作用线性分布的压应
,

力p
3

(x
,

功 = p
。

( l + 川 b ) /2 (p
。
~ c o n s幻时

,

应力强度因子在裂纹边缘A B
,
B C和 C刀上不再保持不变

,

各自为相应 的坐标二或夕的函数
,

记 K : , ,

( x ) 夕 K : , 。 (犷和 K : 。 。 ‘x) 分别表示边缘 A B
,
B C 和 CD 上的应力强度因子

.

图 6

给出各边上的无星纲应力强度因子 K 节
, 。

(x / 。 ~ 兀 : , 。 、丫 / p
。

创 b
,

K 节
。。

(夕/ b) ~ K , 。。 (梦

/P
。

斌 b 和 K 节
。。

扭 /a 、一K : 。。恤 / p
。

寸 6一 由于裂纹角点处的几何奇性
,

在这些角点上不容

K 弋。
。 (另 / a )

k 兮(b )

0
.

8

平 』协户令线

一 } 一 。
.

。 一
0.2

0 2 二

/a, 少『
’

~ 二
丫

-

易得到应力强度 因子 的值
,

故图 6 中的曲线去掉了角点上的值
.

例3 受剪切作用的椭圆平片裂纹
.

无限体中椭 圆 平 片 裂 纹 的 形 状 与 几何参数见图

7 山
.

为简单起见
,

我们仅讨论裂纹受均匀剪切载荷 叮。

作用的情 形
,

载 荷 的作 用 方向与

O二轴成 a角
,

如图 7 〔b 、所示
.

显然
,

此时的裂纹问题与前述两个例子不 同
,

在裂纹面S上有

两种位移间断 瓦浮
,

功 和。
2
(,

,

功
,

裂纹前沿 址于混合断裂状态
,

即存在两种不 同 的应力强

度因子 K I (卿)和 K , ( 卿 )
.

因此
,

问题归结为求解一组超奇异积分方程组
一

召
.

3 a 一 1 , 2
.

利
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一

用有限部积分一边界元法求解方程组 (3
.

3、
.

注意到应力 强 度 因子 的计算 是基于 前 述公式

(5
.

5 、
了5

.

7、上的
,

利用适合的外推完成其中的极限过程
.

图 i a 和图 又b 分 别给出了裂

纹前沿应力强度因子 K ,
’

切 二K 节砂
·

q 。

斌万和 K I
’

训 一 K欲甲)
·

q 。

斌石对于不同 的角度
a

随参考角切变化的关系曲线
.
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