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摘 要

本文基干非局部连续统场论和非代性连续沐力学理论
.

建立了非局部非对称弹性固休的 }卜线

性理论
.

它完善和发展 了 E r i : g e 二
等人所建立的非局部弹性场论

.

将文献〔1」中所建立的非局部

非对称弹性力学的线性理论推广到有限变形
.

证明了在非局部弹性固体中存在着非局 部 休 力 矩
.

非局部体力矩引起应力的非对称性
,

而非局部休力矩则由原子晶格相互作用形成的共价键 所产生

的
.

并应用本文建立的理论合理地解释了平面横波和纵波色散系关的不相似性
.

关健词 非对称应力 非局部理论 体矩应力

一
、

RlJ 吕

经典连续体力学的基本假设是所有的物体是无结构
, 均匀和连 续的

.

事实上
, 在所有的

材料中都具有微观结构
; 微观结构影响材料的力学状态

.

这一现象越来越引起人们的 注 意
.

至今
,

人们已建立 了许多微结构物体的力学模型
.

基于晶格点阵动力学建立的微极理论

和非局部理论就是其中的两种微结构力学理论
.

利用广义插值函数将离散的结构介质转变为

连续性介质
,
而建立 了非局部拟连续统场论

〔“’.

根据连续体力学的公理系统建立的非局部连

续统场论
.

如果考虑 了原子晶格的内部结构
,
解除粒子运动中位移和转动之间的藕合

,
建立

了微极场论
「“〕.

在微极场论中
,
转动引起非对称应力

.

事实上
, 这是一种面力偶理论

.

材料

中原子晶格的运动具有方向性 ; 这是 由于原子晶格之间相互作用产生 出的共价键
.

但这种极

化效应在已建立的非对称弹性理论中均未涉及到
.

我们 已根据非局部连 续统场论的公理系统建立 了非局部非对称弹性介质的线性理论
.

本

文基于陈至达教授建立的非线性几何场论建立 了一种具有体力矩作用的非局部弹性体的非线

性理论
仁4 ’.

二
、

非线性几何场论

在三维欧氏空间选定一固定坐标系笼矛于
, 并选取嵌 含在变形体中的拖带坐标系褚分 }

.

在

初始位形的拖带坐标系道二
‘

}与{矛 }同胚
.

在变形物休B 中点尸的位置矢量在初始位形中是 r 。 ,

在现时位形是 r
.
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基于拖带坐标描述法
, 陈至达 已证 明了S

一

R 变度的S
一

R 分解定理
,
将有限应变和有限转动分

离开来
, 并证明了平均转动角的几何意义 ; 系统地建立了非线性几何场论

.

为方便起见
, 我

们系统地将非线性几何场论总结为下述定理
.

定理 1 (S
一
R 分解定理) 如果给定的位移函数u 是物理可能的

, 在变形物体中每一点是

一阶可微的
.

运动的变换可以 分解为两个子变换
, 正交变换和对称变换

, 之直和
.

正交变换

描述点集的旋转
,
对称变换描述点集的变形

.

F 卜 5 1 (对称 ) + R I (正交) (i
,

j~ 1 , 2
,

3 ) (2
.

3 )

这里的S }和R )分别是定义为应变张量和旋转张量分量
.

s , 一言
(。‘ , , + 。‘ ! : ) 一 (1 一 e o s”)L :L :

R I= d {+ L lo in o + (l 一 c o s o)L土L 季

L I”牙l/ “in o 夕 W {=

这里 0是平均正旋角
, 并 由下式给出

:

1
‘ .

万 (“
,

! 才一“
.

2

“一 士a r c “‘n ‘一研。砰 , ,
‘一 或 !。‘n “!一 ;

! r o ‘u !

当一个物体的变形 由拖带坐标系来描述
,
选择的参考位形是相对的

.

因此 , 我们可以选择在任意瞬时物体的位形作为 基准态
.

当观察几何量的变化率时
, 即

选择 由拖带坐标系标架笼g
‘

}所描述的位形作为基准态
.

, 定理2 如果选择拖带坐标系{g ‘}所描述的位形作为基准态
, 则

g
‘
= 刀夕}}‘g ,

。:一 : {‘一公(v ‘一, 一 。‘
lr于) (*

,

j一 1 , 2
,
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‘
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。,一音
(一 !}, + 一 ,,丁,

证明 根据 (2
.

2) 式 ,
可求 出

:

△g
‘
(二‘

, t)~ g ‘(“
, 才+ △t) 一 g ‘(x ‘, t)二 [F I(二
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‘, t) + A S 盏(x
‘, t)〕g :

当瞬时t的拖带基矢 {g
‘

}看作是基准态来描述A g ‘时 , 则有

g 呈、g ‘ 和 1im e= 0

9 1* g ‘
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因此

然后
,
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从另一方面
势

一

男(黝
一

刹幼
一 , ”了g

(2
_

1 0 )

定义 1 变形物体中一点尸邻域的转动的平均值是
:

。一 (, 又 u )
,

一lim 、

几{{ (。 x 。 )、s
(2

_

1 1 )

其中 扑是微元体八口的边界面八S的单位 法矢
.

我证明下述定理
‘“’.

定理 3 在点尸无限小邻域中位移旋转的平均值是
:

皿生一 1 s ifl o (2 1 2 )

定理 4 如果 由拖带坐标系 {g
‘

}描述的位形作为基准态
,

贝}J有
:

0一 IJ (2 13 )

其中
,

I是平均正旋角的旋转轴的单位矢量
.

证明 如果 由拖带坐标系笼g
‘

}描述的位形作为基准态
, 根据定理2的证明

,
可求出

:

0 = 1im {半}
一
怒{子

S ‘n “+ ‘·。· “

鲁卜“ (2
_

1 4 )

e的几何意义显然是非常清楚的和合理的
.

从定理 2 ,
可知

: {‘一要(。
‘

]一, 一 。‘ !{于)
乙

(2
.

1 5 )

其中 L {是平均正旋的旋转张量
.

那 么, I户可由下式来确定
:

I‘一粤
。: : ‘一公

。, · , g 。
,

: ; ‘:
。一 三

。 , · , 。” 一}* 。,

“
乙

1

~ 万v X ,

这里 : 是 E d di n g t o n 张量
.

(2
.

1 6 )

三
、

非局部场论的基本定律

经典连续体力学是由分析方法来建立的
.

分析方法是 基于这样的假设
:

一个运动物体所

遵循的守恒定律同样适合于物体中任意无限小体积元
.

对物体的其余部分对此体积元的作用

仅简化为表面作用
.

但是 , 非局部连续场论从原子晶格间相互作用的长程效应出 发
, 描述物

体的运动
,

考虑总体效应和局部效应的差异
.

因此 , 局部性公理不再适用
,
而是采用具有晶

格长程效应为特征的有限邻域公理
.

采用总体化的公理系统建立非局部连续介质力学理论
ts ’.

物体在运动的每一瞬时t 占据欧氏空间为犷
,

其表面为 5
.

在每一瞬时 考,
运动的物体都

应满足总体的守恒定律
.
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弓
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v +

孟
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式中
, p 是质量密度

, U 是内能 密度
,

了是体力 密度
,

我们将 (3
.

均、(3
.

4) 式进行局部化处理
.

首先 ,

转换为休积分
,

在积分号外的微分转换到积分号内
,

得 到局部形式的守恒定律
.

(3
.

4 )

t ‘是应力矢 尾
,

C 是体力知矢觉
.

将各面积分项经 G re e n
一

G a u 朋 定理

再 由拖带坐标系中的特有的性质
.

我们
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式中 声是非局部质量剩余
, F 是非局部体力剩余

,
N 是非局部体力矩剩余

,
是非局部能

量剩余
.

E ri n g e n 在专著中曾强调指出
:

在局部和非局部连续统之间的最大差异就是在后者中

存在体积场和表而场剩余
.

确定这些剩余是非局部连续统物物理学的一个重要组成部分
.

这

些剩余实质上描述了物体作为一个有机整体的联系
,

内部构造的特征
.

同时 , 它们又必须满

足总体的守恒律
, 即

:

它们的总体效应为零
.

我们注意到
: 应力张量可以分解为两部分

,
对称(s )和反对称部分 (a)

.

亦即
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将 (3
.

1
一

2) 代入 (3
.

8 ) ,
求出
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因为拓扑单元和外界之 间没有质量的交换
,
声= 0

.

那么 ,

, 亡二
·
t

:

亏一 。户
.

v + 。 (二 只
户一斥)

.

。+ 。万 (5
.

1 4 )

。

从 (3
·

7 )式我们可以看到
,
影响应力非对称的用声是

:

夕助口体力 矩 C ,
非局部体力 矩剩

余N (或简称为非局部体力矩 ) , 和非局部体力剩余F (或简称为非局部体 ) 力
.

以前
, 人们还

无法处理这些影响应力对称的非局部余量
,

只好假设
:

介一
二 x
乡

.

则当外加偶应力场c 一 。,

应力对称
,

事实上
, 上面的假设是不合适的

.

从(3
,

1 4 )式 ,
我们可以得到这样的结论

: 转动
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对内能也 具有贡献
.

转动的作用由非民部特征量来描述和 由材料的微观结构来决定
.

因此
,

转动和非局部特征引起应为的非对称性
.

四
、

非局部非对称弹性固体的本构关系

根据因果关系公理
, 非局部介质中一点的力半状态是 由物体的所有点运动的泛函

.

若 由

拖带坐标系描述物体的运动
,

则位移梯度可由S
一

R 分解定理得到应变张量习 和正交张量 R {
.

而R )描述微单元体的平均正旋
.

根据能量守恒定律的特 点
.

因此
,

我们可以选 取原因有序集
:

F = {S
,

0
, r } , F

‘
~ {S

‘ ,
0

, , r ,

} (4
.

1)

式中
:

S
‘
= S (r

‘ ,
, )

,
e
‘

~ e (r
‘

,

t)
,

r, 代表 了物体中除 r 之 外所有物体点的空间位置矢量
.

假定内能的本构泛函
: U 一U (F

,
F ,) (4

.

2)

则由同一性公理
, 应力t ,

非局部体力F
,

非局部休力矩夕与内能U 具有 同样形式的泛函
.

引入 H ilb e r t 内积空间H
.

设F
、

和F
Z

是两组不同的有序集
, 则内积为

:

(F
, ,

F
Z
)一{
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H ( ! r
产一 r !, F
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/
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和范数 lr尸 一J一 (F
,

F )万
,

(4
.

4 )

式中 H ({r’一州 )是 H 的特征函数
.

在非局部场论中
.

H (}r, 一 r l) 是非局部衰减函数
,

是根据原子晶格之间相互作用的特征而确定
.

于是 , 本构泛函U 可以看作是一个映射U
:

H

。R , (R 为实数域 )
.

假设U 是 F r 绝c h e 七 可微 ,
亦即
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。
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为方便起见
, 改写上式为

:
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其中: “ , ”

表示斜逆 , 即交换两个对等自变量的位置
.

例如
:

G (r
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其中
: J 一 r x F 一N

.

则上式是关于F 的线性方程
,
对于任意运动都成立的充 要条件

:
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这些方程是非局部非对称弹性介质的非线性本构关系
.

众所周知
,

本构泛 函应满足伽俐略不

变性
.

采用拖带坐标系描述的物体相关联的物理 (如
, p 夕

U
, t 夕 F 和 N ) 在给物体迭加一

刚体运动时是不变的
〔“’.

根据文献〔1〕的讨论
,

内能U 必须满足
:

、叭且..刀
.

!
JI

户

器
+

!
: 。

器
J。、二

Z
, 一。

r 又

!
。

器
+

!
;

(
p

器)
’d“ (r ,

)〕小豁
、厂认”...,“月. 门日日

;
l

+

{
;

(
。

器)
’d“ (r ,

)〕
占U

(4
.

1 2 )

一叮
二, x

(
O U 、 Z

D
~

石~ , 厂 , 一 r X .
O r

r

/ 、

d U 。

器)
’

〕
d “‘r

‘
’

一

{
v

工
。

器
一

(
。

窟箭)
’

〕
d “(r ,

)

因此 ,
可以得到

:

、lesesestr.,....夕。户一汀
d U

p 万矛, 一
d U

p 万尸)
’

〕
d“(r ‘

’

p凡一{
;

!
r 产 x

(
。

器)一
x

(
。

一

器)
’

〕
、。 (r /

)

+

{
;

f
p

器
一

(
。

器
一

)
’

〕
、。 (一)

(d
‘

1 3 )

至今
,
我们巳建立 了非局部非对称弹性固体在有限变形中的本构理论

.

五
、

非局部非对称弹性力学的线性理论

当物体是处于小变形

g ‘” g 名

当用一曲线坐标系描述变形物体的几何变形关系时
, 我们注意到

:

口= a r c s in (一才 l牙 ; )
‘, “

~ o (l)

(5
.

1 )

(5
.

2 )
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那么 ,

。 ,

1
,

二
,

⋯
~

.

。 孑亡万 (“
’

} , + u ’

{奋) , 允 ; 三 0 1+ 川 l= 。l+ o (l ) (5
.

3 )

无限小旋转张量 由下式给出
:

。 ,一孟
(“

‘

, , 一。‘ .: ,
(5

.

4 )

在小变形条件下
, 和根据 F ri e d m a n 和 K a垅

【7 ’给出的表示定理
,

U 可 以 由一个积

分给出
.

亦即
:

。U 一

!
。·(S

,
S

/ ; 。
,
“

, , r , , r , d“(r ,
,

(5
.

5 )

对于均匀
,

各向同性的弹性固体
,
将 (5

.

5) 式代入 (
‘

1
.

1 3 ) ,
可以得到

:

。凡一{
。
Y ( , r / 一 r , , (”

‘一 “, d“(r ‘
,

‘一!
; a (}r

, 一 r , , :“I ‘r s
‘
+ 2 0 5

,

〕d ‘r
‘

,
(5

.

6 )

因此 ,
我们得到一组非局部部非对称弹性力学的线性理论的方程组

.

p V 一 p f 一 t “ , 。
= o , g

。 x t “+ p C + p N = o , t = t
s

+ t“

本构关系由(5
.

6) 给出
.

(5
_

7 )

六
、

平 面 弹 性 波

在以 上部分建立的非局部非对称弹性力学的物理基础在文献 [ 1 〕中巳经讨论
.

本文将讨

论一维平面波的某些传播问题
.

E ri n g e n 将非局部弹性平面波的色散关 系与点阵动力学 中 v o n 一
K a r m a n 模 型给出

的色散关系相 同
,
经反演确定出非局部影响函数

.

而 v o n
一

k ar m a n 模 型 不 考 虑 极 化影

响
,

得到方形晶体沿高对称方向传播的平面纵波和横波具有相似的色散关系
.

不打矿
C子

附至/ 护

C呈

式中
: C : ,

C : 分别是经典场论中弹性波的横波和纵波波速
.

和纵波的频率
.

(6
.

1)

W
, ,

W
L
分别是一维平面横波

但是
,
方形 晶体结构的铝A L的实测色散曲线如图 1所示

【8 ’.

性
.

尤其在短波范围
,
这种差异尤为突出

.

而非局部影响函

数Y (}r, 一 州 ) 即可描述此差异
.

对平面纵波的描述 , 非局部非对称弹性场论 同 非 局 部

E r
in g e n

一

K r 6 n e r 模型是相同的
.

因此
,

由点阵动力学给出

的弹性平面纵波的色散关系来确定非局部影 响函数 a ( }t
‘一

rl )
,

而非局部影响函数Y ( }r
’一 rl )由平面横波的运动给出

.

在笛卡尔坐标系中
,
一维平面横波的位移矢量

:

“ = [ 0
, u Z(劣

,
)

, 0 〕 (6
.

2 )

运动方程为
:

它们不具备 (6
.

1 ) 式的相似

。, 1 0 , 3

/ s

升2定l
。

{如
}!

1

一 : }) ; 一欲
(}劣1

一 : }) }
“2“

留户训 (6
.

3 )一一

二
妇一X口一口

一一

“�上
月‘仔一口口一

.

P
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在 (6
.

3 )式 ,
对 x ,

和 t作 F o u r ie r 变换
:

p 二 : 。
2
(。

,

不
‘
)一、

二}
_

. , 、

1
以 (左) 一 一了

-

住拼

r (“)

」
“
““2
‘k

,

研
。

,
(6

_

4 )

整理得 自 / C圣~

_
「 _

, 、

1 。
, , 、

1

丫 2“
L

a (佗)一 布
一

I (左’
j

(6
.

5 )

式中 C :二研 : / k C子~ 户/ p
.

云2 (儿
,

不
:

)
I f+ . f

+ 的

=
.

-

厄牙
一

J
_ _

j
_ 。“, ‘x ‘, 才’e X p L’气伴

‘r一 “X ‘’」a 戈 ‘a r

: (“)一 2

金{{二
a ( , , 工

‘, e X p 〔‘“/
l
丑d劣

1

r ‘”)一命{{二
Y

几

( !/
工

{) e X p : ‘“/
;
: 。/ l

由前述可知
, 反(幻可以 由一维纵波的色散关系给出

.

,

“(“, 一斌
命“ / c ‘ (6 6 )

式中
, C I一不 C孟二以十 拼)/ p

.

研
: 是一维纵波的频率

.

于是 ,
我们得到

:

斌
一

而 .
, , 、

= 一
,

几 一 I L左 )
任抖

(6
.

7 )
e一以

诊月2‘一Zr/z气护一气护

亦即
, r (k) 描 述了平面纵波和平面横波色散关系的不 相似性

.

如果材料中不存在共价键
,

即在材料中不存在极化特性
.

则r (幻~ 0 , p N ~ o ,

非对称性消失 , 即得到非局部E r in g e n -

K r如er 模型
.

当晶格常数
。‘o , C蓄”C异和c 圣”C补 于是有 了(k )~ 0

.

非局部
一

非对称性

质消失
.

综上所 述
, 上述选 择的犷( !r, 一 rI )必须满足

:

‘)

{
, Y‘,r

, 一 r , , d“‘r
‘

, 一 “

11) 当a , 0时 , Y ( }r
, 一 r }) , 0 ,

111) 当】r
, 一 r l、 + co

,
y ( }r , 一 r })* o

。

和Y (】r
产
一 rl )由材料的微结构确定

.

平面纵波和横波色散关系的非相似性表示了材料 中微观结构的极化效应
.

例如 , 根据铝

的实测的色散曲线
,
我们可以选择

:

一

普
-

骨
-

5 in
“
(k a / 2 )

(ka / 2 )
“

5 in
么

(ka / 2 )

(k a / 2 )
“

巨 右
一‘。

(韵〕 (6
.

8 )

(6
.

9 )

于是有
:

一斌一

“元
一

Y( “)= ,
L

s in 么(掩a / 2 )

(几a / 2 )
“

5 in
么

(k a )

(ka )
“ 〕
我们可以选择 ? ~ 2拼

.

(6
.

1 0 )

由比较 图2所示的色散曲线和实测的铝的色散曲线
,

对(6
.

5 )和(6
.

9 )式做 F o u r ie r
逆变换

,
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一一
、产戈
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a
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j< a

、、.,户/

因2a
一
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几

Z‘.、1
一

a

一,)六

l
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,
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闷
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、,

劣
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其函数a ( }、
;

! )
,

y (}二
; { )的图形如图 3所示

.

七
、

结 论

本文建立的非局部非对称弹性力学是一种由非局部作用产生的 体 力 矩 理 论
.

证 明 了

V oi g t 最初的设想
.

应力的非对称性是由体力矩产生的 , 即是说 , 由材料中微观结 构的共

价键的作用所产生的
.

非局部非对称弹性力学无疑由对非对称弹性力学和非局部理论的重要

发展
。

〔3 ]
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