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摘 要

对 1< P< 2的情形本文证明了变分不等式
:

l
。 、v 二 A(劣

, · ,

v ·)+ ·B (X , · ,

v ·) ;d 劣) 。
,

、·(命; (e )

单侧障碍问题解梯度的H 6 1d e r连续性
.

v》势一
。

关健饲 变分不等式 障碍问题 梯度 H 6 1d e r
不等式

一 日1
.

会
,

、 砂 . 1二1

L in d q v is t“
’

考虑 了下面的障碍问题
:

{
。 }v “ !

,
d ‘一 m ‘n ‘v ·〔

“

了
+

= {。〔C (G ) 门牙委(G ) , ”一 沪〔牙二(G ) , ”
) 劝}

对
n ~ 2 , P> 2情形证 明了解的Cl

, 。

正则性
.

他的方法不能推广到高维 的情形
, 也不包括 1 <

p < 2的情形
.

在梁姿廷一于鸣岐 〔2 ,
中对p > 2的情形

, 证明 了更一般的变分不等式

{ {、。
.

。(x
, 。 ,
、。)+ 。。(二

, “ ,
v “) }、二> 。, v 。。命; (。)

, 。 ) , 一 。 (1
.

1 )

的障碍问题的解(u 〔牙 ; (G ) , u
> 妇 的梯度的 H 6 ld e r

连续性
.

又在 N o r a n d o r3 〕
中 (仍限于

p > 2) 考虑了下面变分不等式

{
。、、二 , v · ,

,
一v · + ·B (戈

,

一 v ·) }d X > 。, v ·〔琦; (G ) n L · (G )
, ·
《, 一

的另一单侧障碍问题并证明后者的有界解的Cl
, “

正则性
.

但是在 ] < p < 2 的情形
,
对具 有蜕

化椭圆性的变分不等式解的Cl
, “

正则性的研究还留有缺口
.

本文旨在填平这个蚀 口 ,
对1 < p

< 2的情形证明 (1
.

1) 的解的CJ
, “

正则性
.

和〔2〕一样
,
证明奠基于解的C0

, 几正则性的基础上
,

后者已由M ie h a e l一Z im e r 〔‘,
作出

.

.
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二
、

主要结果和证明

设 G 是 n 维欧氏空间E
”

中的有界区域
, 设P> 1 ,

牙毒(G )和研二(G ) 记通 常的 C o 6 0 JI e 。

空间
.

设对每一
: 〔(o

, 1) , A (二
, u ,

舀) = A
。

(二
, u ,

省)和B (x
, u ,

省)在G 又 E
, 又 E

”

上定义
,
对固定

的“
、

君关于 x 为可测
,
对固定 的劣 (几乎处处) 关于

“ 、

雾为连续
.

定理 设A
、

B 满足结构条件
:

占
·

A(二
, u ,

雪)> K
一 ,

{占}
p一 C }。 }

声
一 C (2

.

2 )

!A (二
, u ,

占) }( K }占}
护 一’

+ C !u }
户一 ‘

+ C

!B (x , “ ,

省) 1《C 】雪!
’一 ‘

+ C 】u 】
, 一 ‘

+ C

户一 l一 丁

】A (二
, u ,

睿) 一 A (戈
, “ , 刁) }( C (。+ }占{

“
+ }刃}

2
) “ 】占一 , }

’

P一 1

}A (、
, 。 ,

右) 一 A (, , 。 ,

占) }《C (。+ }雪1
“
) 2

、

({、 一 , }
“
+ {卜

。 }
“

)

户一 2

a ‘, (x
, “ ,

雪)亡‘乙‘》K
一 ‘ (。+ l雪

么

i)
2

1雪}
“

P一 2

(之
.

2 )

(2
.

3 )

(2
.

4 )

(2
.

5 ))

(2
.

6 )

}a
‘, (x

, u ,

睿) }( K (e + }占}
“
)

其中1 < P< 2 ,
K 》 ], C》o , 0 < 。( 1和 。< :

( P 一 1是和 ￡无关的常数
,

(2
‘

7 )

口
J ‘ , 。、 ,

二
, _

a ‘了(义
, u ,

雪) =
一

从
二 ,

月
’

Lx , u ,

自) L: , J = 1 , 乙, ⋯ , n )
a 宝

‘

设障碍函数护〔Cl
,
刀(G ) , 刀> 0

.

设、一 伙〔研委(G ) , 。》劝是 (飞
.

D 的解
.

如果存在常数 M > o ,

使 ]]u 卜, (G )簇M (对
。
一致 ) , 那么 “ 在G 内有H O ld e r 连续的一阶梯度 V “ , 后者在任何紧子集

G’ C 〔G 上的H 6 ld e r指数 a > 。和H 6 ld e r 系数与
。 无关

.

证明 记B (‘
,

l.) = 笼召〔E
, , }夕一川 < : }

.

设G
‘

C C G 为任意
.

取 R < 」足够小
, 使

G
l,

二 U B (%
,

4 R )仁 c G
沉〔G 护

因为设 l川}五
,
(G) 《M

, 势〔Cl
,
声(G )和结构条件 (2

.

D 、 (2
.

3 ) , 根据〔4 ]中给出的结果
, “
在G

“

上有和
￡无关的界

, 此外
, 。〔c0

, “ (口
“

)并且

v r a im a x }“(二)
‘ ,

, (B (, 。 ,

R )

成C 】戈 一 夕!
“

一 (。。}、e

[(
* 一

{
。 }· }·、·

)
一

; + 1

〕(}x 一夕}

R

其中常数C > 0依赖于
n , P ,

M
,

。无关
.

(V x 。
〔G

,
) (2

.

8 )

R , 11劝ije
,

(‘
即

。和结构条件 (2
.

] )、 (2
.

3)中的常数
, 但和 x 。,

设p < R 为任意
, 设U 是下 面问题

V 。
·

A
。
(V u)d % ~ o , (V 。〔W 二(B (二

。 , p ))) (2
.

9 )
、了、

P‘
护

n”戈
了.、

B

舟.

I
J

U 一 u〔研 {(B (二
。, p ))

的解
, 其中A

。
(妇一 A (二

。 , 。 (二
。
)

,

劫
.

取。 = U 一 u 〔万必(B (二
。,

P )) 作试验函数
,

用结构条件 (2
.

6 )
、

(2
.

7)和H 6 1d e r不等式
, 即得

(2
.

1 0 )

代入 (2
.

9) 并利

( {、。 {
, 、%镇e

(
(}、“ }

, + }: }
, + 1)。%

J 召(x 。
,

P) J B (劣
。 ,

户)

(2
.

1 1)
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此外
,
根据 D i B e n e d e tt o , 5 ’的结果 , 还成立

v r a im a 、 1、u !《。「二{
(1 + 1、u l·)、二飞二

B (沉。
,

户/ 2 ) L 尸 J 召(况
。

,

p ) J

(2
.

1 2 )

1

(: + . v U }
·)d 、

)
”Z口、

、y、、.户夕一P
劣Z‘.、

C板
、产

夕
了、UV一

、,产

劣
了.、

UVV r a lllla X
x

,

u〔B (二。
,

户/ 2 )
l f
尸

~
J B (

戈。
,

p )

(2
.

j3 )

其中 , > o 是常数且只依赖于
n , P以及 (2

.

6 )
、

(2
.

7) 中的常数
.

所有出现在 (2
.

1 1) 、 (2
.

1 3 )

中的常数C和。, x 。, p无关
.

记 U 丫劝~ m a x (U
,

妇
.

考 虑 到
“> 劝 和 U 一 。〔砰委(B (x

。,

川 ) ,
我们 有 (U 一 U 丫必〔

牙二(B (二
。 , p )

.

由于A
。
(V 沪(x

。
))是何量

, (2
.

9 )可以改写为

。一l {、。
·

〔。
。
(、。) 一 A

。
(、(u 丫 , ))〕+ 、。

·

〔A
。
(、 (。丫, ) )

沙召(劣。
,

p〕

一 A
。
(V 劝(x

。
))〕}d x , (V 口〔平茹(B (二

。 , 户)) )

由结构条件(2
.

6 ) ,
我们可得

(A
。

(君)一 A
。

(刀))
·

(省一刀)

(2
.

9 )

一

{;一
(/

。, ·(二
。
)

, 。+ ‘(‘一。, , “
‘
一。‘, “ ! 一 。, )d ‘

P一

》 (。+ }睿{
2
+ l叮}

“
) “ l占一叮}

么.

取
。 二 U 一 U V 矽〔那委(B (, 。 ,

川 )代入 (2
‘

9)
‘

并注意这 时的积分有效区域 是

矽}
,

其中U 丫动~ 沪,
由 (2

.

Q
、

(2
.

扭)我们即得

(2
.

1 4 )

B (二
。 ,

户) 门{U
一 _

( (。+ }、u }
2
+ }、(u 丫劝) !

“
)

J五 (, 。, p )

红二 2
艺 }V U 一 习(U 丫势) !

“
d x

( {
J B (劣

。
,

户) {
一

{口 ( 护}

力一 l一 r

}V U 一 V (U \/ 劝) 1(。+ }V 劝】
“
+ !习劝(二

。
) !

“

) , !V 劝一 V 劝(x
。
) {

’

d 戈

( C (x + 11劝lle
: ,

。(‘
, ,

) ) p 一 ‘p 夕
’

l
_

}、u 一 v (u v , ) }J二

J 刀(为
,

p )

《 e 。刀
·+

(
1 -

另一方面

工、
”

户 /

1

((
_

! ; u 一、 (u v , ) }, d x

)子
、护方(、 。

,

。)
‘

(2
_

1 5 )

{
_

、u 一 v (u v , ) }, d 二

沙 召(x 。,

p 〕

, r
_

p
一

、 l一 p

( (} (1 + }v U }
2
+ Iv (U V 劝) 1

2

) z d ‘ )
z

、沙召(
二 。, p )

· r p 二 2
一 _

户

(}
_

(。+ Iv U
3

+ l习 (U 丫劝) !
2
) 2

Iv U 一 v (U V 势) l
‘
d ‘) 2 (2 1 6 )

、J五 (x 。
,

p )

联合 (2
.

1 5 )
、

(2
.

] 6 )给出



8 1 4 王 向 东 梁 粱 廷

l }、u 一、(二丫, ) !
·
、x 《e「( (、+ }、二 z

·
)、x

l
’一’ p , , 二 (,

一 (2
.

; 7 )

J B (x0
,

p )
L J B (x

。
,

p )

其中的常数C > 0和。, x0 , p无关
.

当。〔砰启(B (二
。 , 户))且在B (二

。 , 户)上 。》劝一 。 时夕 开拓
口到整个G

,

取。一 。当二〔G \B (二
。 ,

p )
.

这样的 ”可取作 (1
.

1) 中的试验函数
.

据 (1 1) 和 (2
.

9) , 我们有

。> { {v 。
·

〔A
。
(v 。) 一。

。
(v 。)〕

J 刀(劣
。

.

p )

+ V ”
·

[ A
。
(V “)一 A (x , “ ,

V “)〕一 ”B (x
, “ ,

V “ ) }d x

(V 。〔不鑫(B (劣
。 , p ) ) , 。> 叻一 u )

显然
, 。 = U V 劝一 u 二 (U 丫劝一 U ) + (U 一 u) 〔砰县(B (x

。 ,

川 )并且
v 十卜势一 U 丫劝一势> 。

.

因

此 , 这样的
。
可以取作 (1

.

1 )
尹

中的试验函数
,
将 它代入 (1

.

1)
/

给出

r 力一 1

l (。+ {V U {
“
+ }v 。 }

“
) 2 !v U 一 v 。 }

’
d 二

J 刀(戈。
,

p )

《
{
: (、

。,

。。‘、U 一、·)
·

(“
。
(v U )一 A

。
(、·))、·

(

{
。(二

。
,

。)‘一 ‘v ‘U 、 , )一 v U )
·

(。(v。) 一 A
。
(、·) )

+ 习(U V 劝一 U + U 一 “)
·

[ A(劣
, u ,

V “) 一 A
。
(V “)〕

+ (U V 劝一 U 十 U 一哟 B (%
, “ ,

v“ ) }d 戈

r _

卫二三二二

( C I
_

IV (U V 势) 一 V U {(] + }V u l
“
+ {V U {

“
) 2

}V U 一 V u !
’

J 刀 (x 。
,

p )

P一 王

+ }V (U V 势)一 U + U 一 u ) 1(。 + ! V u {
“
) “ ( !x 一 x 。

}
‘
+ }“一 “(x

。
) }

‘

+ }U V 势一 U + U 一 u ! (}V u !
p 一 ,

+ !u l’
一‘+ 1 ) }d 戈二 I + I + l (2

.

1 5 )

记
, 一 { ({、。 }p + !u }

,

+ 飞) d 二
,

J B (x
。,

p )

M (P )一 v r a im a x (1戈一 x 。

}
丁
+ }“ 一 u (%

。
) }

‘
)

,

B (x o
,

p )

由H 6 1d e r不等式和P o in e a r e不等式
,
我们得

I 簇J “
_

}V (u v , )一 v

ujr dx )

斌
!
训

一 7 “

囚n
一

二
、J 方(戈。

,

P) 、J B (
劣。

,

p )
/

(2
‘

1 9 )

I

铡
(。) , ‘一

沂{ .甲 (。 v , ) 一 甲。四矛
L \ , 方 (戈

。, p )

+

({
: (, 。 ,

, 。,二U 一 二·
}
· : ·

)全〕 (2
.

2 0 )

;
创

p ,
’一

沂{
_

}7 (。、 , ) + 甲。囚、
一

讯
_

}甲。一甲
“

囚矛
一

1
L “ J 方(, o ,

p )
、 J 刀(戈

。
,

p〕
了 J

(2
.

2 1 )
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r 卜 p Ir p 一 2 、
一

立

l
_

!甲 U 一甲 u !
p
d 二《J “

(} (。 + l甲 U I
“
+ {甲 u l

“
) “ }甲U 一 甲。l

“
d x

,
2

J 五(劣
。 ,

p )
、 J 召(戈

。 ,

P)

(2
_

2 2 )

联合 (2
.

8 )
、

(2
.

1 1 )
、

(2
.

1 7 )、 (2
.

2 2 )并利用 Y o u n g 不等式
, 即得

r 夕一全

l (。+ !v u }
2
+ !习U !

“
) 2 !V U 一 V o l

“
d 二

J 召(二。
,

p )

2一 P r

( C {J p (2 一 T

)

。 2

全
·

(“
· +

(
‘一

劳)
·

+ ,
落
、。

。

+ 。二 )。“
·+

(
1 一

含)
·

+ J (。
·

+ 。一) 2 + ,
食
。 1 + “

· +
(

1一

亩)
·

因为 p < R < ], 我们可证存在常数 C > o和 : , 为, p无关

J《C p ” 一 , + , 几 (V x 。
〔G

,

)

从而
,
由(2

.

2 3 )即得

+ Jp Z } (2
.

2 3 )

(证明将在下面给出) ,
使得

(2 2 4 )

{
_

(。+ Iv 。 l
“
+ Iv。 一)

J刀 (劣。
, p )

丫 }v U 一 v o 1
Z
d 戈( C p ” 一p + p 又‘

,
,

司 + 1
一

m in 不
P 气

2 (P一 1 ) (1 一几)+ 2刀
二

2 一 r

,

(P 一 1 )(1 一几) + 价 + 以
,

(2
.

2 5 )

2‘}
> ‘

(2
_

2 6 )

于是由(2
.

22 )可得

{
。(二

。 ,

p。!、U 一 、
· !·、二( e 。

一
(又(

1 一

, )
+ , :

: )
(2

.

2 7 )

根据 (2
.

1 1 )
、

(2
.

12 )
、

(2
.

2 4 )和 (2
.

2 7 ) , 当r
《户/ 2时 ,

我们有

{ 一、。一, 、二( {
_

e (rv u }p + }、。 一、。一, )、二

J B (, 。 , r
)

J 刀(x 。
,
r
)

成 c

(母)
’

l
。。二

。
,

。。‘v U !·、· + e。
”

一
+ ·

( / (
! 一

咨)一: )

( C

(二)
”

〔{
。(二

。,

。。‘军 ·‘·“· + 。·

」
+ e 、

”一’‘’
(’(

(2
.

2 8 )

、了、P
-2

‘工

.

人
+

、.声P
seZ

当r > p / 2时
, (2

.

2 8 )是平凡的
.

(2
.

2 8 )隐含了 (见G ia q in t a ‘“’中第三章引理2
.

1 ) .

{
: (

、。 , ,
, ,甲·‘·“·( C

(
一

二)
”一’+ ”

〔{
。(二

。 ,

p。“甲· , ·“· + 。

一
“:

〕
‘2

·

2 9 ,

(V r
《P )

其中

“2< ‘可以任意
,
如果“(

‘一

; )
+ “

,

穿
》 1 ;
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“
2

一“

(卜约
+ “

1

畜
,
如果 “

(
‘一

穿)
+ ,

工

富
< ,

.

因为 , 。
〔G

‘

的任意性和常数C与。 , x 。 , 户无关
,

根据M o r r e y定理
,

由(2
.

2 9 )导得
“〔C 。

,

久,
(口

‘
)

,

因为“〔已G 的任意性
,
我们又回到原来的出发点

,

但 几由较大的 几
2

> 几来代
.

经过 有限次

迭代之后 ,
出现在(2

.

8) 中的 又可以充分接近 1并使

“

(卜约
+ “

1

窗一
“

3

> ,
(2

.

3 0 )

对任何
r ( 户 , 用 (甲U ), 。, :

记甲U 在 B (二
。 , r )上的平均值 , 由(2

.

1 3 )
、

(2
.

2 7 )和 H 6 ld e r 不等

式 , 即得

{
_

!守、一 (甲。 )x 。
,

:

一、二

J 刀(劣。
, r )

、{
( !甲u 一 (甲u )

、 。 , r

}+ }军u 一 二。 }) d 二

J 刀 (义 。
,
r
)

、 c

(仁)
” ‘’

二 (君
,

}
: (, 。 ,

‘,

。!、U 。
·
“·

)二

+ 。:

式
‘一

;)( }
_

}二。一 甲。

叼矛
“J 方 (与

,

户)

)
” ‘ ’ 。·

(
一

君
·

}
。(, 。 , 。)( ,二·

!
·+ ,

·
,
·+ 1 )、·

)毖

+ 。r ·

(
‘一

卷)
。(

。一 , + , ; ,
)/ 。

成 C

(落)
’ ‘ ’ 。

一
+ e : ”

(
’一

二P (rl 一 户+ 川
, )/ 户 (2

.

3 1 )

根据 (2
.

2 6 )
、

(2
.

30 ) , 我们设 元足够接近 1使

l一久

下

取0 和 R < 1 ,
使

飞一几

下

< P( 几

< 0<

3 一 1 )

n

夕(“蠢
一 ”和 “

。

、
一

;
·

如果 : ‘刀
‘牛 “,

取p 《R 使 : ~ 尸切( p 刀
”

( p / 2 夕 由(2
.

别 )得

{一
}、一 (、。)

、。
,

r

r、, 、e 。(1 + 夕,
[ 二

“丫

澎才
“

J
+ 。。‘1 ·“)〔二

J B (义
。,

r )

几
,
一 l一 与

P

l + 口

簇Cr
” + “ ,

“一m ‘n

{
即一 l + 几

1 + 8

元
: 一 l 一

1 + 口
(2 3 2 )

�U卜

、l、J

月口
n力
去

如 果R ‘十 “《 r
( R ,

我们有

{
_

!甲 。一 (甲 u ) 二。
, r

一、二( 2
{

_

}军。 }J x

J 召 (二
。, r

) J 刀 (二
。, r

)
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《 2

(
一

声 )
”‘ “

{

( c

(
* 乳

。

)
” 十 “

}甲“ ld 、

B (, 。 ,

R )

*
·

(
’一

忿)({
。(, 。

,

、。,、· {
·
“·

))

( cr
” + a

尸
一 (” , + a (‘+ ”, + ‘一“) (2

.

3 3 )

因为 二〔G
‘

和 r
《R 的任意性

,

根据M e y e r s定理
〔” ,

(2
.

3 2 )
、

(2
.

3 3 )一起隐含了甲
。〔C

O , 。
(口, )

.

下面我们给出(2 2 4 )的证明
.

设雪(劝是光滑截断函数
, 满足 。( 以劝( 1 ,

_
_

_ 一 _ _ 、 , ‘ _ .

_
, _ _ . _

2

互(x ) = 1 当 x 〔万 (%
。 , P ) , 互(% )一 0 当戈〔万(x

。, z P)开且 }V g (x ) }乓 _ 。

尸

设 。 = 一 (。一 u (x
。
)一劝+ 劝(x

。
))

+

亡, , 那 么”〔牙石(G )并且
v + u 一 沪一 (u 一劝)(1 一亡p ) + 〔卜劝一 (u 一 u (x

。

)一劝+ 叻(戈
。
))

+

」亡
,

》 o

(因为
“》劝)

.

这样的
口
可以 取作试验函数

, 把它代入 (1. 1) 给出

{
(习。

·

A) : , 。二 ( {
_

(甲 ,
·

A ) : ,

J 日 朴 J 甜+

一 (。一 。(戈
。
) 一劝+ 劝(二

。

) )仁P亡
p 一 ’

甲乙
·

A + 乙p B 〕}d 戈

其中 口
+

= B (x
。 , Zp ) 门{u 一劝> 城 , 。

) 一势(二
。
) } 是积分的有效区域

,

(2
.

3 ) , 由(2
.

3 4 )即得

根据结构 条件
,

(2

.

3 4 )

1 )、

{ }军。 : , : , J二镇e
}

_

、!v
。
}( .

“
、

, + 1 ); ”

J 幻 + J 否J十

+ !军劝!(1军
。 }p

一 ‘
+ 1

。 }
, 一 ‘

+ 1 )亡p

+ ( !u 一 “(戈
。

) !+ {劝一势(二
。
) })(雪刀

一 ’

!军心】+ 亡
p )({7 u }p + }u !

, + 1 )}d 、

(2
.

3 5 )

考虑到
“(C0

, “(口
”
)和沪〔Cl

,

气厚
“
) , 由(分

.

3 5 )即可得

{ ;
,

!7 。 {
”
d 二镇 c 户一

,

一 (、( “)

J 二才+

(2
.

3 6 )

类似地 ,

公= (“(二
。
)一势(x

。
)一 “+ 沪)

十

亡尹〔W 奋(G ) ,

衫+ “一 劝= (。 一势) (了一亡, ) + [ u 一沪+ (u (二
。

)一 沪(二
。

)一 u + 劝)
十

〕亡p
》 0

.

这样的公又可取作试验函数
, 用它代入 (1. 1

.

)并重复前面的证 明
, 我们又得

{ : , 1军。 }
,
。二( e 。一 , 一 , ‘ (、《R )

J 幻 一

(2
.

3 7 )

其中 口一 B (二
。 ,

户) 自畏。一劝< 。(二
。
)一势(二

。
) }

.

由(2 3 6 )
、

(2
.

3 7 )即可得出 (2
.

2 4 ) , 于 是定

理完全获证
.

三
、

注 记

当取 1< P< 2 , 0 < 。< 1和

P一 2

A(%
, 。 ,

睿)三A(君)= (。+ {占}
“
) “

时 ,
上节中的条件(2

.

1 )
、

(2
.

2)
、

(2
.

4) 、(2
.

5) 是满足的
。
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事实上
,
我们有

力一 2

占
·

A(舀)= (。+ }叠}
“
) 2 }占】

P 力一 2

= (。+ }省}
“
) “ 一 : (。+ }首1

“
) “

转
(·+ ; ; 一,

乞
c (, )。弋

>
音.;一。(, ) ;

{A(舀) }= (。+ }占}“)

P一 2

I占}《 (。+ }占}
2
)

( {雪}
, 一 ’

+ 2
.

所以
,
对于A(豹 ,

条件(2
.

1) 和 (2
.

2) 成立
.

对于A(豹 , 条件 (2
.

4) 相当于

p 一 2

IA(占)一 A (刀) }~ }(e + !省}
“
) 2

燮 廷

户一 止

2

P一 2

占一 (。+ l专l
“) “ 刀 {

P一 l 一 T

( C (e + !雪l
“

+ l刀l
“) 2

1君一刁l
了

(3
.

1 )

(〕< P< 2 , 0 < r ( P 一 1 < 1 , ￡〔(0
, 1 ))

如果 1引~ }引
, (3

.

1) 可以写为

P一 1 一 了 2 一P

}占一刀!《 C (。+ I雪l“+ l专l
“
) “ (。+ l舀l

“
) “

l雪一 粉l
’

一 C

(
些

昌豁)
‘’一 ’一 ” ‘2

(
· +

一

}‘’
一

’

咨
’“ ,

“

)号 !占一刀}
,

(3
.

1 )

由于P 一 工一 二 > o 并且

l一 r

l雪一 , l( (I雪{+ }刁l)
‘一 ’

l占一刀}
‘

《〔2 (I占l
“

+ l刁I
“
)〕 2 }占一 刀l

’ ,

1一 T

只要 取 C > 4 2 , (3
.

1)
‘, 就能满 足

.

下面设 }引> }刃},
将(3

.

1) 两边平方得

p 一 2

o《 (e + }占}
“
)’

一 2

1君}
“
+ (。+ }刀I

“
)

, 一“

l刀{
“一 2 〔(。+ l占I

“
)(。+ }专l

“
)〕 ” 舀

·

叮

( C (。+ }蜜}
“
+ }夕!

“
) p 一 , 一 f

(}占}
“
+ {, }

“一 2省
·

粉)
,

(3
.

2 )

由此可得

o《8丢+ 0 乏‘p
一 “, 6弄一 2 0言

一 “
6 : 0

, ,

( C (1 + 6 导)
’一 ‘一 ,

(0丢+ 0乙一 2 0 ; 0 , ? )
了 ,

即

“‘
一

槛写羚碳黔纽( C (‘+ ”“”
一 ‘一 ’

(3
.

3 )

其中8 ; , 8 , , 0
.

〔(o , 1 ) , , 〔(一 1 , 1 )分别定义为

}雪}“
口 活二= —

几 一
下云几-石- , 口二二二

e十 19 】
“

!粉】
“

￡+ l雪I
“

。+ {叮}
2

。+ l君}
“

并且 省
,

专= (e + !引
么)人夕详

.

因为P一 1 一 : ) 0, 故我们只须证明



单侧障碍问题解梯度的n 6 1de r连继性 台10

一

旦进岁二叨外护移
一

协“
·, 《c

-

L口奢一 U 石一 乙口g口, 丫」
’

考虑到
r 〔(0

, 1 )且

o《8蓦+ 0孟‘,
一 2 , 0落一 2 0曹

一 2
0考0 , 夕

《“‘+ “‘
(一

’,

(
一

瓮)
2
+ 2“: 一“;

(
一

会)
、4 ,

我们只须证明

「乡卜火 ‘’一

勺 ;邵夕省
_

一

渔乡,

L 口薯+ 0育一 2 0 ; 0
, 护 〕

’

簇c

或等价地证明

0丢+ 旦二
‘, 一 “, e毛二 2旦曹丝

:
旦

,
, _ (0 : 一 e七

一2 0
,
)
么
+ 2 0忿

一“0 ; 0
,
(1 一 护)

0薯+ 0 愁一 2 0 ; 0 , ?

因为1 < P< 2 ,
我们有

(6 ; 一 0, )
“
+ 2 6 ; 0 , (1 一夕)

《C (3
.

4 )

o《2 0七
一 3

0 ; 8 , (1 一 , )《 2
.

5 2 一 , 6 ; 0 , (1 一 , )

_ _ ~
。 , ‘ 、 , 、 , 。 、 1 _ ~ ~ _ , 、

气 艺
·

七U‘日, 又」一夕) , L梦口
。

声 万且七乡。
“

)
。

口

另一方面
,

}舀}
“ 、

一 飞 , 弃 , 交
/
夕

己州卜 }‘ l
-

}叮}
“

。+ }刃}
“ V l引 > 1引

,

那么 ,

8考一 0七
‘, 一 “, 8 蕊二

}舀}
“

。+ !占】
“

了 e + }叮1
“
、p 一 ,

}叮}
“

\
。

一讥月郭
一

) 砰 网
:

~
并且

(8 ; 一 0士
一 “0

,
)“《 (0 : 一 8 , )

“

《 C (口; 一 0 , )
“, (V C》 1 ) ,

故当e
.

) 1 / 5且C > 5 “时(3
.

4) 成立
.

但如果0
。

< 1 / 5 ,
我们有

}。,
2

‘省
一

! : !
2

而且。
,
、
六

。: ,

从而

(。; 一。, )
2

+ 2。; 。, (卜
, )》 (。: 一。

,
)

2

) (卜六)
‘
“、

类似地
,

}(0丢一 0七
一 2

8
,
)
“
+ 2 6七

一 “
8 ; 8 , (1 一 ? ) }( (0 ; + 8七

一 “
8 , )

“

、 2 (。: + 。;
(

一 )。: )一 2

!
。

毕{箭
* +

(井
,
偿

,,: )
’一 ‘ 。

挤犷
}*

、2

!
二

巍
.

:
十

一:

姆鉴
}

2

扮
。

茗断一
‘“‘

所以 , 当0a < 1 / 5时
,
有

(3
.

5 )

(3
.

6 )

‘旦瑞厂豁等瓷藉架严
4

( (卜沙
5

)
“ ’

即当 e
.

< 1 / 5且C > 5 “ 时(3
.

4) 也成立
.

故对于A(劫 , 条件(2
,

4 ) 成立得证
。

对于A偌) , 条 件

(2
.

5 )、 (2
.

7 )成立是显然的
.
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