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摘 要

木文提出和证明了
,

用 N o w to n 方法可以求解强 (弱 ) 非线性非自治系统 的 渐近 解析周期

解
,

为研究强 (弱) 非线性系统振动提供了一个新的解析方法
.

根据本文方法 的 需要
,

讨论了二

阶线性非齐次周期系统周期解的存在与计算问题
.

此外
,

还讨论了N e w to
n

方法对于拟线性系统的

应用
.

最后
,

应用本文方法计算了D uf fin g 方程的周期解
.

关键词 N o w to
n
方法 共振 非共振 强非线性系统 截断方程组

一
、

引 言

众所周知
夕 由于非线性振动在理论上与应用上的重要性

, 一直是数学工作者与力学工作

者十分瞩目的主要研究课题
.

其中
,

定量方面研究中的解析方法 占有十分重要的地位
.

由于拟线性系统的派生系统是最简单的线性常系数常微分方程
,

而且由 于 小 参 数的引

入 , 比较容易建立原系统与派生系统之间的同伦不变性
〔‘〕, 因此

,

巳经有了比较成熟的理论

与方法讨论拟线性系统周期解的计算间题
, 如渐近法

、

平均法
、

P oi n c a r 。小 参数法
、

多尺

度法等
‘“ ‘’.

然而
,
对于一般的强非线性系统的研究十分困难

.

主要困难 在 于 ,
一般情况

下没有明确的派生系统概念
, 即使系统的控制方程中存在小参数

, 其所谓的派生系统仍呈现

出强非线性
, 因此 , 在求得派生系统的积分时

,

仍遇到难以克服的困难
.

尽管如此 ,
各国学

者在强非线性振动方面还是做了大量的卓有成效的工作
.

目前人们大都将研究拟线性系统的

经典方法推广到某种特殊类型的强非线性系统周期解的讨论中去
,
如文〔5 ] 〔6〕应用渐近法的

基本思想研究了拟保守系统问题
夕 B u r 七o n 在文 口〕中使用时间变换方法也讨论了类似的 问

题
,

然而
,

对于一般的强非线性非自治系统
,

特别是大幅值激励问题
,

目前尚缺少一致有效的解

析方法
。

虽然
,

在某些情况下
,

使用直接变分法
、

r a 二 e p K o H
方法等直接近似方法

〔‘’也可以得

到强非线性系统的近似周期解
,

但是
,

由于提高精确度与所得 到的超越方程变元数量的增多

所引起的求解困难是矛盾的
,

同时也不可能获得显式形式的渐近解析解
,

所以
,

往往使得这

些 近似的直接方法的使用受到限制
.

此外
,

由苏联学者 H
·

r
·

M a 二 二 , H 所发 展 的 归 结 为

.

李骊推荐
.
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月 , n y H o B
系统的方法

(“’
也只适用于微幅振动情况

.

另一方面
,

我们注意到
,

起源于有效地求解代数方程和超越方程的N e w t o n 法具有把非

线性问题转化为线性问题
,
迭代程序简单

,

收敛速度快等特 点
.

著 名 的 苏 联 学 者 月
·

B
·

K o H T 0 p o B , 二
首次成功地将N e w 七o n 法应用于泛函空间中抽象算子方程的研究

, 同时又提出

了简化的N ew 七o n 法
,

并且定性地讨论了一类二阶非线性系统周期解的存在问题
‘“’.

但是
,

他的证明过程不能给出计算周期解的解析方法
.

本文试图放案非线性振动理论中的传统的基本思想
, 即首先寻求派生系统周 期解 的 方

法 ,
而是以N e w 切n 法做为基本的指导思想

,
直接建立逼近概念

, 从理论上证明了比Jl
.

B
.

K o H : o p o B 。二的结果更广泛的一般的二阶非线性系统可以存在周期解
,
同时也给 出了计算一

致有效渐近解析周期解的迭代方法
.

最后通 过实例演算
,
进一步说明本

月

文提出的方法是可行

的
。

二
、

二阶线性非齐次周期系统的周期解

考虑 父“) = 功(t)
·

二 (t) + 沪(t)分(t) + f (t)

假设功(t ) , 劝(t ) ,
f (t )均为连续的 2二 /。周期函数

.

(2
_

1 )

将它们展开为复数形式的F o u ri e r 级数

功(, ) ~ 乙 舀
。

·

e x p 〔in o t j

劝(t) = 习 亡
,

e x p 〔i, 。t j

f (t) = E
a 。

·

e x p [ ‘。。才〕

(2
_

2 )

(2
.

3 )

(2
_

4 )

且设 x (t) )= 乙
a ,

·

e x p 〔in o t〕 (2
_

5 )

将 (2
.

2 )、 (2
.

5)代入 (2
.

1 ) ,
令两端e x p [ in o t〕系数相等

,

得

习 (舀
一 ,

+ 乙(r ) + ir 口雪一) a ·

~ 一 a 。

(2
_

6 a )

1

n Z o Z 乙
‘君一 + ‘r 。

·

“一,
a

一 澎 (2
.

6 b )

++Onaa

了...

1
矛、‘......‘、

(n 二士 1 , 士 2 , ⋯

r = 0

(2
.

7 )
r 今 0

,土nU

一户
褚
‘

一一
、少、

r
了、

。O其中

令
M 一

{属
“

·

,
“

}
’‘ 2

(2
,

8 )
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无穷方程组 (2
.

6) 简记为

K a ~ (I + H )a = a (2
.

2 1 )

将 (2
.

6) 用2。+ 1个未知数的 Zm + 1个方程

K
尹a 尸

= (I
/
+ H

,
)a

产

= a /
(2

.

2 2 )

所代替
.

方程组(2
.

22 )被称为截断方程组
.

其中I
产

为 2。 + 1阶单位方阵
, a 产

一仁a ,

〕T
二 。, : , 士 2 ,

⋯
* 。 ,

H
/

为H 中的左上角 2。 + 1 阶方阵
.

设算子小为将矢量
x ~ 〔二 , 〕丁

二 。 , , , 士 2 , ,

二和矢量 : ‘
~ 必 x ~ 〔二 ,

叮
。 。 , , , 2 ,

⋯
, 。 对应起来的算

子
。

显然

l小K }( 1 + l巾H }( 飞 + 乙
} ” l 二 王

,

勿‘
” 一 ’

招
亡
” 一 尹

{
“

+ E }蜜
一

汁叔r) + 介屺
一 ,

}
2

< + co (2
.

2 3 )
r . ~ 。

}}K
’ 一 ‘

{{二 n la X
J 一 0 , 士 l , . .

一
二协

(2
‘

2 4 )

其中几
, (]’= 。

,

士 1, ⋯⋯
,

士。)是方阵H
‘
气 H

‘

的特征值
,

H
‘釜是 H

‘

的 H er m i七e 共扼方阵
.

于是由文献〔8〕可知
,

若满足

于~ 刀,

l!K
, 一 ‘

}l
·

}}巾 K }}< 1 (2
.

2 5 )

且当。 , co ,
截断方程组(2

.

2 2) 的解必定趋于原方程组 (2
.

21 )的解
.

由(2
.

2 4) 式可知
,
对所

有各阶的 IIK
‘ 一 ‘

]I具有公共的上界
,

再考虑 (2
.

2 3 )
、

(2
.

18 )
,

可知
,

当。充分大时
, (2

.

2 5 )式

恒能满足
.

因此
,
若截断方程组 (2

.

2 2) 的解存在
,
则当。 , co 时 , 其 解 趋 于 无 穷 方 程 组

(2
.

2 1 )的解
.

再来证明
, 用上述方法求得的方程 (2

.

1) 的周期解(2
.

5) 绝对一致收敛
.

为 此
,
将 (2

.

5 )

代入 (2
.

1 ), 并考虑 (2
.

5 )
、

(2
.

9 )
、

(2
.

1 0 ) ,
得

n Z o Z

la
。

}( “(1 + ! n l) !a
,

}+ R (n 二士 1 ,

士 2 ,

⋯ ) (2
.

2 6 )

其中 “= m a x 厦M
, 。Q } (2

.

2 7 )

当 1川充分大
, 即当 !川 > s ,

自然数
s只要满足

。

\ I f 料 土 / 两泛 1 4拼 、
s > 音弓毛

, + 订二
一

+ 竺竹 卜 (2
.

2 8 )
Z L 。

‘

”v 0 4
’

。 Z
J

‘ “

一
- · · 一

R
就有 ! a ,

}( 一二二一
‘ , , . , . 、

(n ~ 士 1
,

士 2
,

⋯ ) (2 2 9)
ay

‘
”

’ 一
’

“ 从 n 艺。 z

一拼(1 + }n })
、” ‘ 一 ’

‘ 一 ’

成立
.

于是 , 由(2
.

5 )
、

(2
.

2 9 ) ,
得

lx (t) 】( }
a 。

l( I
a 。

l + R 乙
I” ! > a

n Z o Z一 拼(1 + }
n })

(2
.

3 0 )艺帅
的乙帅

显然上式右端有界
.

由此得到

定理 1 若二阶线性非齐次周期系统 (2
.

1) 中的扒l) , 劝(t ) ,
f (t )均为连续的 2二 / 。周期函

数
,
且护(t )也是连续的

,
截断方程组 (2

,

2 2) 有解
.

则当m 、 co 时 , 用该解做为系数所构造的

周期函数趋于方程 (2
.

1) 的2 , / 。周期解
.

该F o u ri e r 级数形式的周期解绝对一致收敛
.
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三
、

求解二阶非线性系统周期解的N ew to n 方法

二阶非线性非自治系统的控制方程

{
士(t)+ g (劣 (t)

, 毖(t )
, t )一 0

(3
.

1 )

X (。,一佬 )
, ‘(。)一 ,

(夸 ) (3
.

2 )、 (3 3 )

设 。(% , * , ,
卜

。

(
% , , ,

, +

粤 )
(3

.

4 )

夕 (x , 分, t ), 夕
二

(二
, 毖 , t) , g * (二

, 活, t ) 在区域 笼一 co < x < 。 , 一 co < 分< co , o( t《 2二 / 。 } 上连

续
.

定义空 间X 一少〔0 , 2二/ 。〕, Y ~ 。〔o
, 2二/ 。 〕x E

Z

上的范数分别为

V ‘〔X , }{‘ l!X 一倪
a X 斌

一

又么。,千毖
2
(‘) (3

·

5 )

v 。〔y ,
!,。}}

一 :
X ,。(, ) . +

丫l
。

(粤)
一。(。)
」
“

+
[

,
(守)

一 , (。)

]
’

(3
.

6 )

定义非线性算子

。
, _ _ 、

f
二 , , 、 , , , . 、 . , 、 , 、

/ 2打 、
_ _ 、 .

1 2兀 、
. _ ‘

、
厂 L潇少= 万劣 L不)十 g L% L不少 , 劣 气r , , 不, ; % I一万万

一

I一 x 吸U )
, z t一二 I一 之(0 ) 卜

气 \ L口 I 、 以 J l 少
(3

_

7 )

于是 , F
:

X ~ r
.

将问题 (3
.

1)
、

(3
.

2)
、

(3
.

3) 记为算子形式为

F (x )= e

算子 F 的F r 亡c h e t强微分为

(3
.

8 )

F “二。
)”(‘)一

{‘
(‘)+ 。

:

(x 。
(‘)

, , 。
(才)

,
, )“(才)+ 。* (二

。
(才)

, ‘。(, )
,

, )‘(, )

;
、

(粤)
一 入(0 )

,

沌(岔)
一人(。)} (3

.

9 )

设 x 。
一 ‘。

(才)
, “一“(t )

, 。一 。(t )均为连续的 2二/ 。周期函数
, 它们的一阶导数也是连续的

,

且有 }{F (二
。
) }1充分小

, 以及

}}“(t)一 戈。(t) }}《 t。
·

亡
。

(3
.

1 0 )

】}” (t)一 x 。
(t ) 1!《t。

·

亡
。

(3
.

1 1 )

其中t。,
乌均为正常数

,

将在后面确定
.

又考虑g
二

(x
,

分,

t) 和取 (x
, 毖 ,

t) 的连续性假设
,
有

}夕
二

(刀
, 公 , t) 一夕

:

(。
, 公 , t) }《k

。

}。 一 u l+ l
。

!公一 公{ (3
.

12 )

}g * (v , 公 , t)一 g * (“
, 公 , t) 1( k

,

}v 一 。 {+ 1
1

}公一 公 ! (3
.

1 3 )

于是 , 由(3
.

9 )
、

(3
.

1 2 )
、

(3
.

]3 ) ,
得

m a x 】F
/
(”) h一 F

/
(u )h !~ m a x { !g

:

(口
, 公 , t)一 夕

:

(“
, . , t) 】

·

}h (t) }+ }夕* (v , 公 , t)
O ( 心之2 万 / 。 O 名气 2 泥 / 。

一 g * (u , 公
,

t) }
·

}人(才) {《
, ·

1ll a X
名长 2 万 l 。

{ ({”一 u }+ }公一 ‘1)
·

}h(才) 1+ (I
v 一 。 }

+ 】公一公 })
·

}h (t) }( 斌厄
;

·

m a x (}”一 “ }+ 1公一 公})
·

O 交 ‘
_

2派 , 。

In a X
O 气 名丈 2 派 l。

材戚。干不面
一

簇2卜 1ll a X
‘\ 2 , l 。

(】刀一 u }
“
+ 1公一 公 }

“
)

·

n la X
0 延 ‘( 2 韶1 .

刚矛(牙许衷戒万 = “v l}” 一 “}J
·

]}h (‘) fl

其中

由此夕
得

, = m a x {寿
。,
寿

1 ,
l
。,

l
,

}

}{F
产
(v )一 F

产
(u ) l簇 2 ,

l}
” (t)一 u (t) }{

(3 1 4 )

(3
.

1 5 )
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此外
,
由(3

.

9) 式可知
,
算子方程

F
产
(x 。

)h(公)~ 之(t)

等价于下述的周期边值问题
:

(3
.

1 6 )

(3
.

1 7 )

1 8 )、 (3
.

1 9 )

2
一一

。,几
.

劣伙
)

。

公口�刀一。h(一一,nU(t)
·

h(分,
,、../

扛兀一)入肋一口X
, 一、(八g一一+Q)

气了
、尸八

�才
九

产l咬.、

根据本文第二节讨论可知
, 在满足一定条件下

,
边值间题 (3

.

1 7 )
、

(3
.

1 8)
、

(3
.

1 9) 存在 2可。

周期解h( 约
.

于是 ,
有

、.了、尹
r

n甘‘.一,自9曰h ( t ) = F 尹 (牛。) 一 1
·

z ( t )

因此 ,
存在常数

多
。

~ IF
尹

(x
。) 一’}~ 月 {}h( t ) {】= S U P

11
名
11 二 1

1ll a X
0 ‘ 书‘ 2 浦 I 。

材 、
“( , ) + 儿

“ (矛了} ( 3

、矛
声、刀夕、,

JQ自nOA
人9自,曰9自

⋯
。O,J八O了‘、了‘

、
了吃

,

亡
。= {IF

产 (二
。

)
一’

·

F ( x
。

) }}

护
。

~ 笑
。

·

雪
。

·

v

及和

1
, _ , -

- 一 一一
‘。= 乏厩

‘1 一 M l 一 4男
。 )

于是 , 根据文献〔1 0〕关于使用 N e w 七o n 法对于抽象算子的讨论
,
得到下述结论

定理2 假设 g( x , 毖 , t) , g
:

(戈 , 云 , t) 及 ‘ (工 , 分,

O 在区域 {一 oo < x < co , 一 OO < 分< co
, o《t《2二/ 。 } 上连续

.

9 (二
, 分, t ) 为 t 的 2二/ 。 周期函数

, 二。 (亡)二 二。( t+ 2二 / 。) ,

x 。
(t ) ( 口仁。

, 2二/ 。」, 当 llF ( x 。) “充分小
,
且穿

。

《 1 /4
.

下述具有周期系数二阶线性非齐次迭

代方程组存在2二/ 。周期解

, : +

(
一

器)
。二 , +

(器)
。‘! + ,

。+ g ‘X
, ‘。, ‘’一“

( 3
.

2 5 )

, 一 +

(瓮)
。
‘X

·

一
) +
( g呈

一

)
。

(‘
· 十 1
一 ‘

·
)

+ ·

(户一户
* , , 才

)一 (买一其
, , , 才

)一

则当
, , co 时 ,

乙
x , ( t) 收敛于方程 (3

.

1) 的2二/ 。周期解
.

( n = 1 , 2 , 3 ,
⋯ ) ( 3

.

2 6 )

四
、

用N e w to n 法求解拟线性非自治系统的周期解

(一 ) 求解线性周期系统周期解的迭代法

考虑 公( r) + k么二 ( t ) = 功( t )
·

二 ( t ) + 势( t ) 分( t ) + f ( t ) ( 4
.

1 )

若对周期函数功(t ) , 势(t )的范数进行某种限制
,
可用迭代法计算二阶线性周期 系统 ( 4

.

1) 的

周期解
。

假设 l
。

势‘(
,’“‘一 。

( 4
.

2 )
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又设 二 (t) 一 E
u :

(t) (4
_

3 )

使得 公。
(r)+ 庵

么u 。(t) = f (t )

公。

(t)+ k
Z “。 (t) = 功(t)

·

, , _ , (t)+ 叻(t)
·

。。 一 ;
(t) (n = l , 2 ,

⋯ )

(4
.

4 )

(4 5 )

若 (戈3) 是 (4
.

1) 的解
, 那么 (4

.

3 )为周期解的充要条件为

二 (O)

一(岔)
, 、·

(。)一。
·

(誓)
(一

。, 1 , 2 ,

⋯ )
(4

.

6 a ,
b )

( I ) 非共振情况

当k/ 。斗 r , r
为自然数

, 称为非共振
.

首先形式上建造 (4
.

J) 的周 期 解
.

方 程 (4
.

4)
、

(4
.

5) 的通解为

封。 (t) = a 。 ·

e o 名k t十乙
二 。

吕in k t+ 刀 。
(才)

1 (
‘ , , 、

v o 气I夕= 下 t J 气T 少
·

卜l ll R L丁一 丁 ) Q T

付 J 。

(抓 = O , 1 ,
⋯ (4

.

7 )

(4
_

sa )

二 (‘)一
公{:

〔, (· )

一
(· )+ 、(· ,

·

“一‘·, 〕
·

“, n “(‘一 , d · ‘”一‘
, 2 , 3 ,

⋯ , (‘
·

s b ,

将 (4
.

7 )
、

(4
.

5 )代入 (4
.

6 ) ,
得

式 2 2人汀 、
, .

Zk 汀

) C , l 生一 C 0 8

—
万一 口二 吕1 11

—{ 、 切 / 侧

人

{
.

Zk兀
. ,

2 Zk万 \

l a 。
·

5 1 11

—
一口

.
1 ] 一 C 0 8

—
I

、 Q) \ 口 /

一

迄厂
。·

帕
·

、愕 一 卜
一
迄户

q ,

(r) 一ŝ( 令一 卜

(4
.

g a )

(4
_

g b )

1 o a )

1 o b )

月性月任了砚
、了.、

其中 q 。
(t) = f (t)

g ,

(t) = 功(t)
·

u 二 一 ,
(t )+ 劝(t )

·

公。 _ ,
(才)

(4
.

9) 的系数行列式

(n二 0 , 1 , 2 ,
⋯ )

(”= 1 , 2 ,
⋯ )

“

一
‘

·

s‘n
Z

(梦)
、 。

(4
‘

1 1 )

于是 , 从(4
.

9 )中可唯一解出常数
a , , b

。
(n = o , 1 , 2 ,

⋯)

再证明按上述方法建造的级数(4
.

3) 绝对一致收敛
.

设

N = ‘u P }f (t ) }
心

M 一 m a x { s u P】功(t) l
, s u p f。

·

劝(t) I}
名 心

由(4
.

s a )和 (4
.

1 2 ) ,
得

_

N
}”

。

(t) 1(
‘

孟t
一 叭

· , ,

义 k
’

(4
.

9) 式中令
n = 。夕 并将两式平方相加

夕
再考虑 (4

.

1 2) 式 ,
得

(4
.

1 2 )

(4 1 3 )

(4
_

1 4 )

。。一、
。: + 。:
《才丫

(4
,

7 )式中令拄= o ,
并考虑 (4

.

1 4 )式 ,
得

J
, 口 ,

,一“, ,(
偿
‘+ 。

。

(
。、 才、
梦)
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循此前进
,
并使用归纳法

,
不难得到

。。
一、 。 : + 。:、

了甭{:( 鄂
(2二 / 。)

’ 十 ‘

(n + 1 ) !
+ E “. 了竺、

” 一 仍

、k /

(2二 / 。)一 仍

(n 一 fn ) ! } (4
.

1 5 )

(n = 1 , 2 , 3 ,
⋯ )

、 砚..产M
一

k了‘.、�}二 (才) }、
省(r)

” ·

。

;军;
)

+ 云 “耐
才” ‘琳

( n 一 巾)
( 4

‘

1 6 )

( 0 ( t ( 2 二/ 。 , n
, 0 , 1 , 2 ,

⋯ )

成立
.

将 ( 4
.

1 6 )代入 ( 4
.

3 ) ,
得

,·“, ,簇

熏
,二 ( , ) 、

爵(一
。

〔粤
艺 M t

」
一 1

)
+ e X p

l
·

」乙 拼”

( 4
_

1 7 )

( 0《了( 2二 / 。 )

由 ( 4
.

1 5) 式可得

f
‘

/飞一 共
嘴 1 一瓜 I

,

一 )
L y 刁

n 。 ,

孟胃

( 2汀M / ( k
·

。 ) )
”

n I }
·

鬓
二、

公了徽
, 一

(
。· ,

!
2

罗 ]
一‘

)
( ‘

·

’8 ,

显然上式右端恒为有界的正数
,
若左端的第一个因子大于零

, 则乙 拼。

必定收敛
.

左 端 第一

个 因子大于零的条件为

k
.

。
_

一丁万夕
, 石 牙一 ,

八全 1 1 1 、习

2汀

2 }s i n k兀/ 。 !+ 1 ) ( 4
.

1 9 )

当 ( 4
.

1 9 )式成立时
, 函数项级数 (4

.

3) 绝对一致收敛
.

最 后
,
将 (4

.

3) 代 入 (4
.

1 ) , 并 考 虑

(4
.

4 )
、

(4
.

5) 式,
不难证明 (4

.

3) 是 (4
.

1) 的解
.

综上所述
,
得到

定理 3 若k/ 。不等于 自然数
.

函数功( t)
, 劝( t) ,

f (约均为连续的2二 / 。周期函数
,
且其参

数满足 (4
.

1 9) 式, 则系统 ( 4
.

1) 存在 2二 / 。周期解
.

当n 、co 时 , 用迭代方法求得的

二。 (t )一兄
。, (t )绝对一致收敛于 ( 4

.

1) 的2 二/ 。周期解
.

( I ) 共振情 况

当k / 。 = r , r
为自然数

, 称为共振
.

设f( O 的F o u ri er 展开式

f ( t ) = E (F
。

·

e o s n o t+ G 。
·

。i n n o t ) ( 4
.

2 0 )

并记 f
‘
( t ) = f ( t ) 一F

,
e o o r o t一 G

,
: i n r o t ( 4

.

2 1 )

令 公。 ( t ) + r Z。 么
·

u 。( t ) = f
, ( t ) ( 4

.

2 2 )

“, ( t ) + r , 。 Z u ;
( t ) = 功( t )

·

“。( t ) + 势( t )
·

农。( t ) + F
, e o o r o t+ G

,
s i n r o t ( 4

.

2 3 )

“。
( t ) + r Zo Zu 。 ( t ) = 功( t )

·

。。 一 l
( f) + 沪( t )

·

公” 一 ; ( t ) ( n = 2 , 3 ,
⋯ ) ( 4

.

2 4 )

用讨论非共振情况的方法
,
得到下述结论

定理 4 若k/ 。 ~ r , r
为自然数

.

函数拟 t) ,
州 f) 夕

f ( l) 均为连续的 2二/ 。周期函数
, 参数

满足
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附
“

) 一
; 丁

,

、 2严
M In 老巧(

乙M +
吸 O J一 、 r

}J
r 。 ,

!
2几r )

+ 1

}
(4

_

2 5 )

J
f o s

= 4 r 2 0 2

雪言一 (a Z f

一 r 。
·

, Z r

)
2 一 (刀

Z r

+ r 。
·

舀
2 ,

)
2
今 。 (4

.

2 6 )

其中 几二 { (}刀
2 ,

+ r
·

。雪
z ,

+ Zr。占
。

! + 】a Z ,

一 r 。粉2 ,

1广

+ (I刀
2 ,

+ r
·

。雪2 ,

一 Z r。雪
。

!+ Ia Z ,

一 r
·

。刀2 ,

})
么

}
, , 2

(4
.

2 7 )

常数a Z , ,

刀
2 ,

分别为函数功(t)的F o u r ie r 展开式中e o : Z r t和s in Zr t 的系数
, 雪

。, 占2 , , 冲2 ,

分别

为沪(t )的F o u r ie r 展开式中的常数项
、

e o o Zr t及s in Z r t的系数
.

则系统 (4
.

1 )存在 2二 / 。 周期

解
.

且 当
, , co 时 , 用迭代方法求得的 x 。

(t )二 E
“ , (t )绝对一致收敛于 (4

.

1) 的2 二/ 。周期解
.

下面再给出两个估计式(参见 (4
.

1 6)
、

(4

情况下
,
有

j . 0

1 7 )
、

·

e X P

(4
.

1 8) 式) , 后面将会用到它们
.

在共振

「 2兀M l
_

、

l—
, - l一 1 卜

L r LL,
一

」 J

(4
_

2 8 )

(4
_

2 9 )

其中

,·“, , (盟{!
一

岛 (公)
2 一 1

]

j士(t ) {‘
r

·

。jx (t) ,

c

考!瓮
.
(ex

p

!妙 〕
- 2兀M

r
·

。2

一‘

) (4
_

3 0 )

注记 条件 (4
.

25) 式可以改写为更方便的形式
.

令 。二

, (
“
) , e

一 , “一 1< o

曲线夕= , (幻如图所式
,

零点为砂
,

驻点为、
.

用“< 、代替u <
。’ ,

由此得

2 兀M
r口 2

下二 1十
}J

, . ,

!
一

4久M
(4

.

2 5 )式化为

(4
.

3 1 )

。>
了
。 2 汀M
In (1 + }刁

r 一。

}/ 4几M )
(4

.

3 2 )

(二)

考虑

用N e w to n法求解拟线性非自治系统周期解

忍(t) + P
Zx (t)~ 。F (二

, 分 , 才)+ f(t) (4
.

3 3 )

假设 F (x , 忿 , t ) , F
二

(二
, 分 , t) , F * (x , 分, t) 在区域 {一 OO < 劣< co

; 一 co < 分< OO , o《t

( 2二 / 。 }上连续
.

f (t )为连续的2二/ 。周期函数
.

F (二
, 分 ,

t) 是 t 的 2二/ 。周期函数
.

于是

f (t) = E 下, e x p〔ijo t〕
tj卜

1

(4
_

3 4 )

考虑共振情况
, 引入解谐参数。

n Zo Z
一 P Z~ ￡

·

a

其中
”
为某自然数

.

将(4
.

3 5) 代入 (4
.

33 ) ,
得

公(f) + n zo Z二 (t )= 。a
·

x (t)+ 。F (x , 毖 , t) + f (t)

派生 系统为 怂。(t) + n Zo Z二。(t)一f(t )

其 2二/ 。周期解为

(4
.

3 5 )

(4
.

3 6 )

(4
.

3 7 )
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y , e

花p 「{梦。‘j + 。 ;
。, e x p 〔in 。 , : + a

嵘e x p 〔一 in 。‘〕

刀 -

一 J
-

设 戈 (t) ~ x 。
(t )+ x ,

(t)

将 (4
.

3 9 )代入 (4
.

3 6 ) , 由(3
.

2 5 ) ,
得

汾 ,
(r) + ”2。 艺戈 ,

(t )= e {F (% 。 , 沦。 , t )+ F
:

(劣
。, 分。, t)戈

,
(t) + F * (劣

。 , 毖。, t)分
;
(t) }

+ 。a (x 。

+ 劣 t
) + 。(下; e x P仁泣n o t〕+ 夕二

, e x P〔一 in o t]

其中 ? 。
= 。

·

试
, 夕

_ ,

二。 , 与

根据本节迭代法
, 设

(4

(4

(4 4 0 )

(4
_

4 1 )

(4
_

4 2 )

使得
、、2、少

八Jj,l任月斗刀伟

. 自

J丫月冲了、了、

二 ,
(t)二 兄

“。 (t)

”祖一 D

公。(t)+ ”Zo Z

N
。
(t)~ 。F (劣

。 , 云。, t)

+ 。下二e x p [ 1’n o t〕+ 。? 二
。 e x p [ 一 i。。t〕+ 。a

·

, 。
(r )

公 ;
(t)+ n Zo Z“ ,

(t)一 。F
:

(劣
。, 分。, t)

·

u 。
+ eF * (x 。 , 分。, t)

·

公。+ 。a u 。

设 F (二
。 , 毖。, t) = 乙 “, e x p [ ijo t〕 (4 4 5 )

将 (4
.

3 8 )
、

由消去永年项(与周期性充要条件 (4
.

6 )式等价) , 得

而

此地的“
。

!了 l 一 0

(4
.

4 5 )代入 (4
.

4 3 ),

拼”
+ a a 奋

”, 一 y二= o

a
绷= 。石

。,

是 嵘0) 和 a
浑的函数

.

(4
.

4 6 )

(4
_

4 7 )

(4
.

4 3) 的周期解为

:‘。(‘)一乞一

田
一

户 , e x P「ijo t〕
. : a 于

, · , , ~ - -

一
凌 2

。

一 厂 田
一 ,

不

下, e x P「ijo t」

(。
么一 j

“
)“

。乙冲

+ a 者
’, ”, e x p 〔‘n o t〕+ a 臼孟“) e x p 〔一 fn o t〕 (4 4 8 )

设 F
二

(二 。, 房。, 才)~ E
a , e x p 〔‘j。公〕 (4

.

4 9 )

}j 】一 0

F 、(二
。, 分。 , t) = 兄 刀

, e x p 〔ijo t」 (4
.

5 0 )

}夕l‘ 0

将 (4
.

4 8 )
、

(4
.

4 9 )
、

(4
.

5 0 )代入 (吐
.

4 4 ) , 由消去永年项(与周期性充要条件 (4
.

6 )式等价 )
,

子呀

(a 。
+ a + in 。刀

。
) a
品
‘’“’

乙
】8 !

、

”

拼,

(a 。 _ 。

+
”2 禁一 s:

。

一。+

下
,

(a 。 _ 。

+ i。
·

s
·

刀
。 _ 。

(n Z一 5 2
)
“ (4 5 1 )

。乙sI\

而
a
劣

。, 二。轰
, ’。,

(4
.

5 2 )

在
。阶超谐波共振情况下

, 应用 P oi n C a r 亡小参数法求解(4
.

3 3) 的 2 , / 。周期解
,
精确到

己量
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级
,
所得结果与上述结果完全相同

.

由(3
.

1 0 )
、

(3
.

1 1 )
、

(3
.

1 2 )
、

(3
.

1 9 )
、

(3
.

2 0 )
、

(3
.

2 1 )
、

(4
.

2 9 )
、

(4
.

3 0 )
、

(4
.

4 5) 得到(4
.

3 3) 周期解的
e 幕级数收敛的充分条件为

怜C
Z

·

P
Z

(1 一 C
Z
)

·

赞
M

2兀
·

朴
M

己

”。2 〕
‘

·

(1 +

一
)

(护
.

柔
。

,一 ,
’ + ,·‘r.esesL

PXe

和

其中

￡<

‘n

(
‘+

摆 )
”田 ’

月M

4 兀2
·

势
M

只二 。
·

以
, 刁

, 。 .

~ 护二刀
, 。 .

(4
.

5 4 )

(4
.

5 5 a
、

b )

,M 一
了
公 }拼

, }
2

+I aI (4
.

5 5 e )
lj ! 一 Q

e)所C = ￡二C
, 势C =

-
8

·

份兄
·

爷
M

Z

n 。‘

}
‘刀

, 。 .

}
(4

.

6 5 d
、

然而
,
小参数法是以隐函数存在定理为理论依据

, 隐函数存在定理仅能给出定性的讨论
,

以 , P oi n c a r 。小参数法不能定量地给出拟线性系统
。幂级形式的周期解的收敛条件

.

五
、

强非线性D uf fi n g方程周期解

毖(* )+ P
Z二 (t) + 脚

8
(t) = g

·

e o s。止

设”
阶近似周期解

(5
.

1 )

‘
,

(t)= 乙
二 ‘” (t)二乙 A 互:)+

;
·

c o s (Zfn + ] )。t (5
.

2 )

其中
二 ‘f , (t) = 乙

a
麦豁

, ,
·

c o s (2。+ 1 )“t (r ~ 0 , 1 , 2 ,
⋯ ) (5

.

3 )

于是 A 立款
,
二 E 成架 (m 二 0 , 1 , 2 ,

⋯ (5
.

4 )

零级近似周期解

劣。(才)二劣 (0 ) (t)一 a
·

e o s。才

(,
2
一。

:

)。+
一

李刀
a “一 。

任

(5
,

5 )

(5
.

6 )

由(5
.

1 )
、

(5
.

2 )
、

(3
.

2 5 )
、

(3
.

2 6 ) ,
得

公‘
, + ” + k

Z二 ‘, + ” = 一几二 (, + ”
·

e o s Z。一 f
‘, 十” (t)

(r == 0 , 1 , 2 ,
⋯ )

(5
.

7 )

其中
;

2
= ,

“
+ 要刀

·

。2 , 、一粤吞
a “

‘ 自

(5
.

8 )、 (5
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.
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N e w to n方法在非线性振动理论中的推广与应用
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刁
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(‘> 切 , 勿二 1 , 2 ,
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,
⋯

之
刁

,

巴功
“

一 佗
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一 二
艺

(5
。

2 3 )

铲夕
户

一
.

流一自勺一
‘

刁了夕了.、
、

一
曰

刁
2 , + ;

= (2切+ z )
“。“

一吞
2
一 (m = 1 , 2 , 3 ,

⋯ (5
.

2 4 )

州‘

|一十、、.产一几
.流一n‘一; 2‘了.一之、

算例 1 。 = P二 1 0 0 ,
刀二 2 x lo 4 , g 二 3 x lo 4

令

可化为
d r

r 二 1 00 澎泛一 t

d气
.

1 3 T

x 十 劣

一万
C O “
示范

用上述诸公式
,
计算到三次近似周期解为

义 (t)二 1
.

1 6 2 4 2 9 e o s 1 0 0 t+ 0
.

2 2 0 6 8 6 e o s 3 0 0 t+ 0
.

0 2 6 8 0 7 e o s 5 0 0 t

+ 0
.

0 0 3 5 9 0 e o s 7 0 0t+ 0
.

0 0 0 5 1 4 e o s 9 0 0 t+ 0
.

0 0 0 0 8 1 e o s ll0 0 t

下面将用本文方法求得此例题的一次
、

二次
、

三次近似周期解代入原微分方程
,
所得残数列

表如下
, R 氛”代表第

。
次近似解中的m 阶谐波的残数

. n
次近似解的振幅为H

。

(n ~ 。, 1 , 2 ,
⋯ )

。

衰 1

1 2 4 0 5 4 一 0 0 3 8 58 4

一 0
.

0 5 3 6 9 1 一 0
.

0 04 88 7

0
.

0 12了6 2

0
.

0了3 0 5 -

0
.

2 4 1 4 2 9

一 0
.

0 0 3 7 64

RRR鑫
, ,,

RRR ;
, ,,

RRR 舀
, ,,

一 0
.

0 2 1 9 16 4

一 0
.

0 2 7 96 7

一 0
.

00 7 0 8 5

0 0 2 5 3 5

黑
一

⋯一
二。

鲤fs0

老一}一一生塑叨

典污
一

⋯
--

一
里巴吧

尝于
一

} 一燮
2

塑
一
塑

一

⋯一止卫
二111旦竺

R 生孟
,

} 一 0
·

”0 0 7 6 8

。

一
?

一
?

一
。

一
?

一
。

第
n
次与第

, + 1次近似解振幅相对误差为占
, 十 , , 。

一 (H
. * :
一H

,

)/ H
, ,
计算结果

: d
, , 。
二

6
.

9 6 7务 , d
Z , ,

~ 一 4
.

6 4 2呱
, d

。 , 2 = 0
.

6 2 8肠
。

算fflJ Z P ~ 0 ,
刀= 1 , g = 0

.

2 , 。 = ]

用本文方法
,
计算结果为

x (t)二 1
.

2 1 0 3 e o s t+ 0
.

0 6 5 8 e o s 3 t+ 0
.

0 0 34 e o s 5才

+ 0
.

0 0 0 1 e o s 7 t(计算到二次近似)

二(t)。 一 0
.

2 o 6 6 e o 。才一 o
.

0 0 0 3 e o s 3t一 o
.

0 0 0 0 0 o 4 7 e o o st (计算到一次近似)

二 (t)二 一 1
.

o 2 4 o e o s *一 o
.

o 4 o 3 e o s 3 t一 o
.

o o 1 4 e o s sr (计算到二次近似)

文献〔1 1〕用 电子计算机得到的精确到小数点后第四位数字的精确解为

劣 (t) ~ 1
.

2 ] 0 3 e o s t+ 0
.

0 6 5 8 e o s 3才+ 0
.

0 0 3 5 e o s st+ 0
.

0 0 0 1 e o s 7才

劣(t)= 一 0
.

2 0 6 6 e o s 矛一 0
.

0 0 0 3 e o s 3 t一 0
.

0 0 0 0 e o s 5卜 0
.

0 0 0 0 e o s 7才

劣 (t) , 一 1
.

0 1 6 1 e o s t一 0
.

0 3 5 2 e o s 3 t一 0
.

0 0 1 2 e o s st一 0
.

0 0 0 0 e o s 7t

直到目前为止
, 尚未见到其他作者的大激励作用下强非线性 D u ffin g 方程周 期解的渐
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近解析结果
.

但是 , 通过例题的计算表明
, 本文的方法是可行的

.

本文得 到李骊教授的指导和关怀
, 作者表示衷心的感谢

.
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