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权回归模型是近年来文献中较多涉及的一种
.

要

本文从回归诊断的角度进一步研究了它 的若干

问题
.

如扰动
、

影响度量及估计效率等
.

由于这类模型的一般性
,

因而本文的结果均可看作 回 归

诊断中较成熟的一些结论 副 〔“, L, 〕的推广
.

关健词 异方差 回归诊断 效率 广义学生化残差 影响度量

一
、

引 言

考虑线性加权回归模型

牙Y = 才X 刀+
s , 。、(o

, a Z
I ) (J

.

1 )

这里犷为
。 x l观测向量

,

X 为
。 又 P设计阵

,
刀为P x l参数向量

, 。
为

。 x l随机误差向量
.

符号
。、 (o

, a 么
I )表示E (s )一 o 且 e o v (。 )= a 名

I , 其中 a 为常数
, 记 班二 d ia g (田

, , 功 2 ,

⋯
, 。 。

) ,

, ‘(‘= 1 , 2 ,
⋯

, ”)均为常数
.

很明显 当不~ I时( 1
.

1 ) 式即为一般 G a u o s 一

M a r k o v 模型
‘”

.

(1
.

1 )中刀的最小二乘估计 (th e le a o t s q u a r e e s七im a t e :

简记为L S E )为

刀w = (X
,

牙
Z

X )
一 ‘

X
,

W
么
Y ( 1

.

2 )

当然它也可看成异方差线性模型

Y 二X 刀+
。 : 、 (o

, a Z

万
一么I ) (1

.

3 )

的广义最小二乘估计
〔‘’ (七h e g e n e r a liz e d le a s t s q u a r e e s tim a 七e :

简记为 G L SE ),

特别地当牙一 I时 ,

声
,

~ (X
,

X )
一 ‘

X
‘
Y就是 G a u o s

一

M a r k o v 模型参数的 L S E , 通常我们

感兴趣的是预测值 r 二 ~ 沙x 刀
, , 以及它对于权阵不扰动的敏感程度

,
亦即我们需要知道在

牙 存在扰动 八W 时, r , 的扰动 △r 二 的受影响情况
,
通常

,

如果取 附~ I
,
八不二口=

d ia g (o
, o ,

⋯
, o , 一 1 , o ,

⋯
, o )

,

(。的第i个对角元为一 1 ,

其余全为零)
,

则A r , 就表示 T G a u o s
-

Mar k o v 模型 中观测间量的拟合值r
,

的扰动
.

此外
,
我们用泞命表示 (1

.

1) 中 a 的 L S E ,

“
·

l
么

表示欧氏范数
, 则 l八r , }/ p 斤圣就是 C 。。k 距离

【2 ’,
它度量了剔除 第 ‘个数据对回归分

析的影响
.

与此相类似灼度量还有A
一

尸统稳定性度量
【‘’,

一般来讲
, 通过适 当地选择么平

,

.

钱伟长推荐
.
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还可得到度量数据集影响的相应的一些度量
.

因此研究模型 (1
.

1) 的影响度量问题显得非常

必要
。

本文我们考虑了这种扰动的更一般的形式
, 它可以作为某种一般性的影响度量用于判决

各种扰动的影响以更好地进行回归诊断
.

二
、

预测对于权扰动的敏感性

记d , ~ 砂Y 一牙万刀, 为 (1
.

1 )的普通残差 向量
,
我们有如下结果

:

定理 2
.

1 设△砰为牙
2

的扰动
, △r , 为夕, 的扰动

,
则

么r , = H , 牙
一 , A牙 (牙+ H牙

一 , △牙)
一 ,占, (2

.

1 )

其中 H , ~ 班X (X
,

牙
么X )

一 ’

X
‘

牙
‘ .

证明 应用如下的代数事实

(A + B C去冲)
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一 ,B C )
一 ,B

,
A

一 ,

(2
.

2 )

我们可得

户
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‘
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”
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x (牙
“
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附
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2 + △万 )Y
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,
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,

牙
Z
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X
,
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+ X (X ,
附
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一 ‘X (X
,

牙
ZX )

一 ‘〕X , (才
z
+ △班 )Y

二刀, + (X
,

不
‘

X )
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‘

万
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X
‘
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X
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,
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X
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(班

2
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。

所以 △夕
, ~ 夕、

△, 一夕
,

= (X
,

牙
么

X )
一 ’

X
,
A平(I + X (X

,

才
Z

X )
一 ’

X
,
A牙 )

一 ’Y

一 (X
,

万
么X )

一 IX
,
八牙(I + X (X

,

牙
么X )

一 ‘

X
,

△附 )
一 ’X (X

,

平
恶X )

一 ‘

X
,

牙
么Y

= (X
,

班
z

X )
一 ‘

X ‘A平(平+ H 评平
一‘△才 )

一 ‘乙砰
.

由A夕, = 平尤△夕
, ,

明所欲证
.

定义1 我们甩 {△r , 11
“

/n a帚作为扰动A附的影响度量
,

记为U w , △,
.

当U , , ▲ , 较大 时
,
扰动△附有较大的影响

,
我们在实际中应找出这种扰动的原因及实际

背 景, 并尽量避免这种扰动
.

很明显
, U , , △ , 是 C o o k 距离

‘“,的更一般的形式
, 当平二I,

八平二口时
, U , , 。

与D (X
‘

X
,
P斤})仅相差一个常数

, 因此我们立即得到如下的结果
.

定理2
.

2 当班 ~ I , △平二习时

U 了 , 。一
青

r
: p “X

,

X ,

其中 心= 占l/ (l 一 h“ )斤贫为学生化残差
, 尸‘(X , X )为X ‘的势(参见文献仁5

一
7〕),

设计阵X 的第‘行
。

证明 当附~ I时,
H , 即为帽子矩阵

【7 ’, 设H = (h ‘, )
。 ‘ 。会H

, ,
则

(2
.

3 )

这里X ;为

、、l.....es‘r0000

0

一hl ‘

一 h: ‘

0 一 h
一‘ 0

了户.口.........、
、

月口H
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所 以不难推知
. .几

�
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一 h

l‘
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( I + H 口 )
一 ‘

-
( I + H 口 )势

d e t ( I + H 口 )
( 2

.

4 )

1 一 h ‘
。

一 h
: ‘

.

⋯
.

⋯
.

⋯
01二0010”00

J

!
诊砚口...龟、

这里 d e 七(A ) , A 朴
分别表示矩阵A 的行列式和伴随矩阵

,

很明显

d e 七( I + 牙口 ) = 1 一 h“

( 了

一⋯
1 一 h“ 0 0 ( 一 1 ) ‘hl ‘

0 ⋯ 0 1

0 0 ⋯ 0 ( 一 」) . + ‘一 ‘h
。 ‘ 0 ⋯ 1 一 h“

用分块矩阵表示为

竹刀Z‘.、

忍
‘了+

朋
, ’一

《
( 1一 h“ ) 1 . _ ,

) ( 2
_

5 )

( 1一 h“ ) I
, _ ‘

其中 几为 i阶单位阵
,
特别地 当‘=

。时我们常略去这个下标
,
而 丫二 ( 一 1 ) ‘(h

, ‘, 一场‘,

⋯

( 一 1 ) ‘
一名h‘

_ , , ‘, l , ( 一 1 ) ‘h . 十 , , ‘,

⋯
, ( 一 1 )

“ 一 ‘
h

, ‘) ,

所以若记犷卜 ( 一 h
: ‘ , 一 hZ ‘,

⋯
, 一 h

, ‘)
.

6 二= ( d : , d Z ,
⋯

,
占
。 )为普通残差向量

, 则

八夕, ~ H 口 ( I + H 口 ) 一 ‘
占,

、

l
2-娜

心O夕O
。。。叭
O

一“ 一”“’
一 ‘
( 。

一{
, ( 1 一 h‘。)

一 ‘护‘占‘

二 一 X (X
‘

X )
一 ‘

X ‘d ‘/ ( 1一 h“ ) ( 2
.

6 )

故U , , 。 = {{A r
,
}}
’/ 。女

, 二 h“占毛八 1 一 h“ ) 2 。诊圣, 由于X ‘的势p ‘(X , X )二 h“ / ( 1 一 h“ ) t s ’,

明证
.

三
、

加权回归的LS E 与效率

现在我们来看夕
二 , 。, 相对于G L s E 产

, 的均方误差 比效率
「‘ ,

M S E X 户
,

p 一丽丽 邓
二 , △二 ( 3

.

1 )

其中 M S E 表示的均方误差 ( m ea n s q u ar e er r o r)
.

我们很容易证明下面的两个结果
i ) M S E X刀

, = a “

七r 犬 ( X ‘

万
“

X ) 一 ‘X
‘

11) M s E 万声
, , △ , 二 a ‘ t r ( x

‘

尤 ) 一 “ , 万
‘

万
一 ‘

尤 (尤
,

x ) 一“ “

从而立即可以建立下面的定理3
.

1 , 它给出了加权回归参数估计效率的上界
.

定理 3
.

1 对线性模型 ( 1
.

2)
,

当才
“
十八才二 I 时

二
乌‘

份
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2

睿扩
‘
附一

‘

p 叹 l了
二

兰
~

一
_

一

L总
‘叭+ 平一 . + : )1 (3

.

2 )

其中 ‘二 m in (P
, n 一P )

。

注 当附 , + △犷正定时
.

条件甲
, + △班 “ I 总是可行的

,

或者说我们可以去掉这个条件
,

事实上
.

我

们直接用(不+ 附)
一, / 2

去左乘模型
·

(1
.

2)
.

可以得到一个新的线性模型
,

对于此模型
,

定理 3
.

1 的条件即能

满足
。

定义2 设犷二牙
2 一 I= d ia g (。: , 。 : ,

⋯
, 。.

) , C = (I + H 犷)
一‘
我们称

粼〔C
, 犷H 犷C + (I 一H 犷C )

尹
犷(I 一H 厂C )〕d ;

一 一
- - - -

一 沙孟 (3
.

3 )

为广义学生化残差
, 记为片

。

定理 3
.

2 当犷= 口时

司
r 几二二 二

一 丁一
一
一二 于蕊 万一

(1 一 h ‘一)口 主
(3

.

4 )

这同一般文献中的学生化残差形式上一样
。

证明 由(2
.

6) 式得

H 犷C乙, = 一 X (X , X )
一 ‘X ‘占‘/ (1 一 h“ )

所以

(3
.

5 )

占益C
, 犷H 犷Cd ,

a ;

h“ d二
又丁二石石j

Z泞1
(3

.

6 )

而
占; (I 一H V C )尹F (I一H 犷C )d ,

/ a }

(
‘, 一 1 一

飞
“ 夕‘“‘

)
‘

“
(
‘才一

疏
‘
一

r“
‘

)
/ , ;

1 「
。 。 .

,

~ 一 一 ; 刃万一
、

1 0 石十乙
口 i L

h“6 若
,

一污
,

十
l 一 月“

川
.
召

(1 一 h“ )
“ _

= 一占; / (1一 h“ )2泞受

由(3
.

6 ) , (3
.

7) 两式 ,
立即推得定理的结果

。

在计算U 奋
, 。w时 ,

需要求出诊和 下面的定理给出了计算泞, 的一 种方法
.

定理 3
.

3 对加权线性回归模型 (1. 1 ) ,
我们有

a备二创一 r 吞e丢八
n 一 P一 1)

证明 因为

(3
_

7 )

(3
.

8 )

(n 一户一 i ) a备= 乙牙 ;(y
, 一 x {声

, )
“

= E 才孟〔d
‘+ 犬 ; (声

, 一户
, )〕

“

由定理 2
.

1的证明可见

P, 一夕
, 二 (x

,

x )
一 l尤厂“

从而有

(3
.

9 )
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(卜 p 一 1 )厅
1

卜 (卜 夕一 1 )泞至+ Z E d ‘厂 ; 犷C 占
,
+ 乙 (犷;厂C d

,
) 2

‘一 1 ‘一 1

+ 乙 U ‘[ 占‘+ F ;犷C占
,
]
名

(3
.

1 0 )
‘一 1

而

i) 乙 d‘r ; ~ d ;H = o

心一 !

主主) 乙 (F ;犷哪
,
)
“

~ 占; C
‘
犷

‘

万尸e d ,

‘一 l

主11) 乙 U 。〔占‘+ 护;犷哪
,

〕“~ 占l(I 一 H 厂C )
‘
厂 (I 一H 厂C )占,

‘一 !

将这些结果代入 (3
.

10) 式即得 (3
.

8)
.
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