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本文研究了具有鉴相 特性 试甲)=

摘

(1 + 儿)
5 in甲

1 + k e o s砂 的三阶锁相环路方程奇点的拓扑结构
.

关幼饲 奇点 拓扑结构 鉴相特性 指数渐近稳定 若当型

一
、

引 言

目前
,
对三阶锁相环路的研究还很少

,
究其原因

, 其难度较大
, 在一个特定的乘积空间

中来研究非线性三阶方程的全局定性结构
, 往往是很难下手的

.

文 [ 1 〕采用构造全局稳定的

Li a p u n o v 函数
,
分析了具有正切鉴相特性的三阶锁相环路方程的全局定性结构

, 从数学上

提供了为什么具有正切鉴相特性的三阶锁相环路方程没有失锁点的理论依据
.

但根据实际工

作者反映
, 尽管上述这种锁相环路的性能好

,
但如何从线路上来实现这种环路仍 是 一 个 问

题
.

W
.

C
.

L in d s eyt
“’
提出了鉴相特性为

g (甲) =
(1 + k )吕in 甲

1 + k e o s切
(0‘ k < l)

的环路设计
, 并指出这种锁相环路是能够用线路来实现的

.

本文研究了具有鉴相特性

的三阶锁相环路方程奇点的拓扑结构
, 并 由此评价这种环路的性能的好坏

。

(1
.

1 )

(1
.

1 )

二
、

锁相环路方程

正如文献〔3 〕所述
, 基本锁相环路方程为

S甲== 口
。

K , (s )F (甲) = 口。 (S = d / d t)

这里K
, (s )为低通滤波器的传递函数

, F (叻为规格化的鉴相特性
, 口

。 , 口。
为正实数

.

(a ) 当采用理想积分滤波器时
, 其传递函数为

K
, (s ) = 1 + a

/ s + b /
5 2

(a > 0 , b > o )

把 (1
.

1 )
、

(2
.

2 )代入 (2
.

1 ) ,
得

5 3切+ 口
c
S

Z g (华)+ 口
。a s g (甲) + 口

。
bg (切) = 0

.

蔡树棠推荐
.

8 4 9

(2
.

1 )

(2
.

2 )



8 50 金 均

即
令

+ “
·

{
(1 + k )s in 甲(k e o s 中+ 2吞

2一 1 )

(1 + k e o s沪)
3

了d 卿 、
2

.

(1 + k )(k + e o s中) d Z切飞

灭
,

沂
一

) 十 已
一

千kc o s
初

“
一

万两 丁

.

n
_

(1+ k )(k + e o : 甲) d 甲 、 n :

,
‘d 。“一又丁千寿己6云币尹 一 刁了丁

。‘口 “

(1 + k )s in 切

1 + k e o s切

化简后即得

吻
+ 。

。

‘1士单冬“十胆钾)
一

嘿
+ 。

。

「
J 了

“ - 一

( J十 付C O S 中)
“

d t “ L

(1 + k )(k + e o s 沪)
“ 一

班干寿co 印)

二终
_

+ 句“i迎(k 些印十
_

2kz 一 1 )
_

丝里飞业一
; 0

_

(1 + ke o s甲)
3

d t 」 d t

(1 + k )s in 甲

1 + k e o s

一
、* (1 + k )(k + e o s甲)

石记 (1 + ‘e o s甲)
么

(2
.

3 )

一人(* ) , 则“ + 掩’s

{挥毅粼才
2寿

2
一 , ’一”

,
‘, , , (2

·

3 , 可表示为
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(b ) 当采用滞后
、

K 护(s ) ==

超前网络滤波器时
〔‘’, 其传递函数为

(1 + T x ; )(1 + T : : )

(1 + T os ) (1 + T ‘s )
(2

.

4 )

其中 T
I
~ R : C

, , T
Z
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均

为正常数
, 把(2

.

4 ) , (1
.

1 )代入 (2
.

1 ) ,
得
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。
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。
、(, )+ 。

。
、

,
(, )

一

粤1粤
L 口 ‘ J “ ‘

( I )

三
、

环路方程 (I )的奇点拓扑结构

把环路方程( I )化为等价方程组
‘“’:

粤
一。,

粤一助
(, )。+ 二 ,

李一
。几。(, )一 。。

口
*(, )。

“ ‘ U 奋 月J 公

(3
.

1 )

由于 (3
.

1) 的右端是关于 切的周期为2二的周期函数
,
故我们在相空间

H
: {一 , < 甲< 二 ,

一 co < , < + co
, 一 co < 之< + OO } 上讨论

.

在H 上(3
.

1) 有唯一的奇点

M (0
, o ,

0) ,
为了研究M 的拓扑结构

,
我们考虑(3

.

1 ) 的首次近似方程

d 甲 _
‘ .

刁丁
.

~ 习’

(3
.

2) 的特征方程为

d , 门 ⋯
_

d Z _
: 门 _ _ n 二

一亩r 一 ~ 一
。‘ 。 g 门尸‘ , 一了下一 一 L, 0 ‘ 0 丫

’

一 “。 ‘ 分
“ 奋 U ‘

(3
.
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一之

O 一口
。一之

一b口
。

一 a口
。

~ 一几
s 一 g

。

几
2 一 b口

。

一 a口
。

几~ 。

一久

即 义
8
+ 口

。

兄2 + a 口
。
兄+ b口

。

= 0 (3
.

3 )

因为
a , b , 口

。

均为正数
,

所 以根据洛茨
一

霍尔维茨条件
,

只要有
a口

。

一 b > o , 则 (3
.

3 ) 均有

负实部的根
, 即R e只‘< 0( ‘~ 1 , 2 , 3)

.

因此 (3
.

2) 的零解是指数渐近稳定的
, 根据 L ia p u -

n o v 按首次近似决定稳定性定理知道 (3
.

1) 的零解亦是渐近稳定的
.

由于 (3
.

2) 的系数阵之行列式的值为一 b口
。

年 。,
所以 (3

.

2) 的系数矩阵经过非奇异线性变

换化为若当型后
,
可有四种类型

:

( i ) 有三个初等因子 , (i i) 有二个初等因子
;

(i ii ) 有一个初等因子 ; (i v ) 一个实根
,
一对共扼复根

.

0

几
3

产凡。八拼n

一

..... .J性l、、、、..刃.声尹甘八U只
, 0

1 兄
,

0 1

夕.... .f,、
几

、. ....

1
.

尹

元
, 0

0 几
。

月

入1()
�

J‘厅才..衍1
.

气
.

、

,

、几. ..矛‘.r口
,.几

一 0 0

0 只
: 0

0 0 几
3

0 0

其中 久‘“~ ], 2 , 3) , “均为实数
, 根据文献邝〕第五章虽1知

,
对于前三种情况 (i ) , (i i) ,

( 111 ) , 奇点M ( o , o , o ) 是稳定的结点 ; 对于 ( i v ) ,

奇点M是稳定的结点焦点
、

再则 ( 3
.

3 )的根

都具有负实部
,
所 以 久‘( f一 1, 2 ,

3) 在复平面上的位置不可能构成一包含原点在内的三角形
.

如果再假定不存在非 负整数 m Z , m : , m Z + 。。

> 1 , 使得 。 2
几

:
+ 。 3

元
3 ~ 元, , 那么我们立即 得到

下面的定理
.

定理 1 如果
a > o , b > o ,

口
。

> 0 , a口
。

一 b > 0
.

且不存在非 负整数。
2 , m 。, 。2 + , : ) ]

一

,

使得

。 2
几

2 + 。 3
久
。

~ 几
1 , 则系统 ( 3

.

1 )的奇点M ( o
,

o ,

0) 的拓扑 结构与 ( 3
.

2) 的奇点的拓扑结构一致
.

四
、

环路方程 ( n )奇点的拓扑结构

把 ( I ) 化为等价方程组

如
一

击
二夕= 中 (切 , , , 之) , = 一 「刀+ 口

。

h (明 ) 」刀+ 二= 犷 (甲
, 夕 , : )

( 4 1 )

华t之d
月“d

d t

我们在相空间 H
:

二 一仁a 口
。

g (甲 ) 一 a 口
。
〕一〔a + ? 口

。

h ( 卿) 〕夕~ Z ( 切
, 夕, 之 )

笼一 二< 切< 二 , 一 co < , < co , 一 co < 二< co } 上讨论
.

为了便于分 析系 统

( 4
.

2 )在H 上的奇点
,

我们令 夕= f 帅
,

k ) ~
( 1 + k ) s i n 切

1 + k e o s甲
显然 , 刀~ f帅

,

幻有以下性质
:

( a ) f ( o
,

存) 二 o ,
f ( 切+ 2 二 ,

k ) = f (切
,
k ) ,

f ( 一 切
,
k ) ~ 一 f (切

,

k )
.

所以要分析f (切
,

k )在

一 二< 切< 二上的性质
, 只要在 。成切< 二上讨论 即可

.

(b ) 夕~ f帅
,

k) 在 甲~ 甲,
处取极值

, 甲, 满足 c os 切怜 ~ 一 k , o < 切朴< 二
.

当0 < 甲< 切赞时 , c o s切 > 一 k , f奋(华
,

k) > 听 当切补< 切< 二时 , C o s卿< 一 k ,
f奋(甲

,

k) < 0
.

, ( ,
,
。。一

丫霖
一

( e )
叮(望

,

秃) _
.

s i n 切( 1 一“ o “甲)

口k 一 ( 1 + k e o s甲) 2
当O< 职< 二时 ,

口f (甲
, k)

口掩
> o ,

即 当 k
,

) k
Z
时 ,

有
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f (甲
,

k
,
) > f (甲

,

k
Z
) , 且当 k 增加时 ,

金 均

曲线在o( 切< 二上的最高点 向右移
, 当k、 1时

, 切势。厅
.

夕一 f (切
,

k) 的图象如图 1所示
.

为了求 口cg (甲)一口
。
~ 0 的根 , 只要求

(1 + k )s in 切

1 + k e o s甲

口
。 , ,

- 一石
竺

的
舀J o

根
,
也就是求曲线 夕= f钾

,

k) 与直线 , 二口
。

/ 口
。

的交点的横坐标
,
如图2所示

.

圈 1 圈 2

由性质 (c) 知 , 如果直线 夕~ 口
。

/ 口
。

与曲线y ~ f (切
,

k
,
)有两个交点

, 则直线 , = 口
。

/ 口
。

与夕=

f (切
,

k) (k
l

< k < 1) 都有二个交点
.

由此可得下面二个引理
〔“’.

引理 1 如果口
。《口

。 ,

则f (切
,

k) 二口0/ 口
。

(0 < k< 1 )都有两个根叭
, 甲2

(见图 2 ) , 即系统

(4
.

1 )有二个奇点
,
M

,
(甲

, , o , o ) ,
M

Z

钾
: , o , o )

.

引理 2 如果口
。

> 口
。 , 记 k长 =

口孟一 口尽
口孟+ 口孟

则

当0 < k< k朴时 ,

当 k 朴< k < 1时 ,

> 口
。

/口
c

所决定
。

系统 (4
.

1) 无奇点 ; 当k ~ k怜时 , 系统 (4
.

]) 有一个奇点 ;

系统 (4
.

: )有二个奇点
, 这是由 f(*

, ,
、)一
了二奥全、乒

或 f(, 气。)

l
se 污 白‘ 口

现在我们讨论有两个奇点的情况
.

首先研究M
:
(切

, , 0 ,

0) 的拓扑结构
.

为此考虑(4
.

1) 的

首次近似方程
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月
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了
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.

2) 的特征方程为

{ 一几

一

( , + 。
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( 1 + k e o s甲;
)
“
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( 1 + k ) ( k + e o s切l
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即
‘3 +

(n+ 风“思优忿另}黔)
‘
2

+(a
+ 四夕东耸默黑钾)

“

+ a口
。
(1 + k ) (k + e o s甲,

)

(l + k e o s沪1
) 2

(4
.

3 )

因为 f (切
,

k) 在 (0
, 切勺 上是严格递增函数

,
了奋印

, ,
“卜卫撰糕黔

工> 。‘切!“

(。
, , , ))

.

所以特征方程 (4
.

3 )的系数均为正数
.

又 由于r奸几卫大竖共黑黔 )(
。 +

\ 、 l 飞 一 肠 . 。。甲 l产 I 、

+ 夕口
。

(1 + k )(k + e o s甲,
)

(] + ke o s甲; )
“ )

一 a“
· (1

一

+ 吞)(k + e o s甲 :
)

(1 + k e o s甲,
)
“

一刀l
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· (1 + k )(k + e o s切一)

(1 + k e o s甲,
)
“ 〕

+ 夕口

2

(1 + k )
“
(k + e o s甲,

) 2

(z + k e o s甲l) 4
> 0

.

因此特征方程(4
.

3) 均有负实部的根
。

而(4
.

2) 的系数行列

式之值为 一 a口
。

k )(k + e o s切:
)

1 + ke o s切1
)
“

斗 0
.

所以 (4
.

2) 的系数矩阵经过非奇异线性变换
,
化为

+
�(1

若当标准型后
,
仍有四种可能的类型

, 因此根据〔6 〕知 (4
.

2) 的奇点 M
: ( 切; , 。,

0) 或 者是稳定

的结点
, 或者是稳定的结点一焦点

.

从而针对非线性方程组 (4
.

1) 我们有下面的 结论
.

定理 2 如果不存在非负整数。
2 , m 。, m : + m

。

> 1 ,
使得m 必

: + , s几3 , 几
, ,

则系统( 4
.

1 )的

奇点M ; 的拓扑结构与系统 (4
.

2) 的奇点M
;
的拓扑结构一致

.

对于奇点M
Z (甲: , 。,

0) ,
可以用类似的方法进行讨论

.

这时 ( 4
.

] )的首次近似方程的
.

才任

、..犷、产

J(4

y

半
-

d z

万矛~

d 夕 1 0 .

n ( 1 + k ) (k + e o s甲: ) 丫二
_

脚 石丁 ~ 一、尸丫
。‘

一- 丈1干丽丽瓦分一尸一
‘

一 a 口
。
( 1 + k ) ( k + e o s中 ,

)
, _ _

矛不几飞二二二二
.

又2

一 气甲一 甲口 一
、1 ~ I ~ “‘ 。 。岁2 户 (

。 + 闷
。( 1 + k ) (掩+ e o s甲: )

( l+ ke o s甲: ) 含 )

其特征方程为

.

五
飞l.J“3 +

【,
+ “·

‘
洁架器湍黔」。[a+ 闷

( 1 + k ) (k + e o s切: )

( l+ k e o s切:
)
“

. _ 。 ( 1 + 秃) (k + e o s甲:
)

宁 ““
,

一了归殊万丽瓦夕 一 ~ ”

因为f (甲
,

k) 在帅气 二) 上是严格递减函数
,
所以

( 4
.

5 )

f奋(甲
: ,

k) =
( 1 + k ) (k + e o s甲: )

( 1 + k e o s切2 ) “ < O ( 切
2
〔(切 . ,

兀 ) )
。

所以 (4
.

5) 具有正实部的特征根
.

因此M
Z
(甲

2 , 。,

0) 是不稳定奇点
.

(4
.

4) 的系数行 列 式之值

为 一 。
认卫大绝乏乏璧男擎黔

’ 、。,
所 以 ( 4

.

4 )的系数矩阵经过非奇异线性变换后
,
化为若当

气1 了
.

“‘ 。。W Z 少

标准型
,
仍有四种可能

:

几
, 0 0

有三个初等因子
:

(
“

、 0

久
: 0

0 之: )
,

若“
1 , “

2 , ‘
3
同“正”贝“M

Z
是不稳定结点 , ”

两根 同号
,
一根反号

,
则M

Z
是鞍点

.

,
几1 0 0

(i i) 有二个初等因 子
: I

一

几1 0

0 0 几; }
,
若 “

1 ,
‘? 同为正号

, 贝“M
Z
是不稳定”” , 若
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凡
,
凡反号

,
则M

: 是鞍点
.

‘111) 有一个“”简子
:

! 这时M
:
为不稳定结点

.

.户

、、、召..,矛
.

“· , 有一个实根
,

树
共‘复” ;

(
几

,

一 产

0
{
夕
这时若‘

1

”‘
3

同“正”
,

M
Z

“不
00凡拼丸o

稳定的结点‘焦点 ; 若几
,

与元扳号
,
则M

Z

为鞍点
一
焦点

.

这里我们没有考虑几二 0 的情况
.

若
人

,

二 o , 则可同样进行讨论
.

对于系统 (4
.

1) ,
我们有下面的定理

.

定理 3 如果(4
.

4) 没有零实部的特征根
,

一

且几
1 , 久

: , 九之间没有线性关系
,

则 (4
.

1) 的

奇点M
:
(切

: , o ,

0) 的拓扑结构与线性系统 (4
.

4 )的奇点M
: (甲

2 , o
,

0) 的拓扑结构一致
,

五
、

结 束 语

综 上所述
,
具有鉴相特性 (1

.

功的锁相环路
,

尽管能够用线路来实现
,

但它有跳周现象
,

有严重的失锁点
.

因此这种鉴相特性的环路设计仍有很大的缺陷
,
有待于改进 !
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