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摘 要

本文得到一些半可微半紧 1一集压缩映象的不动点定理
.

这些结果是 〔1
,

2
,

4
,

5
,

7 1 中某 些

已知结果的推广
.

关键词 半可微 半紧1一集压缩 正不动点

在本文 中
, 我们将利用文巨8 」中所定义的不动点指数

,
得出序B a n a c h空间 中半可微半

紧 1一集压缩映象的一些不 动点定理
.

这些定理推广了在 。或 co 处 F re
c h et 可微的 全连续或

严格集压缩映象的不动点定理
, 并且以半可微午集压缩映象的不动点定理为特例 (0 < 掩< 1)

(见〔1
, 2 , 4 , 5 , 7 ] )

.

设E 是一个实B a n a c h空间
, P是E 中的一个锥

, P
,

~ 灌‘〔P ; 11‘ I】簇
r } ,

a( Q )表E 中有界集Q的非紧性测度
, 有关a( Q )的性质可参见[ 3 〕

.

映象 T : P , E 称为是正齐

次的
, 如果T (tx) 二 tT (幻对所有 的t> o及二〔尸成立

; T 称为是增的
,

如果 当x ( , 时 ,
有 T (x )

( T (功成立
.

以下我们用E (尸 , E )表示尸上所用连续有界
、

正齐次增 映 象的全体
.

显然
,

如果T : E 、 E 是一个有界线性映象
,

且是正的 (即 T (尸 )二尸) , 则T 眨百(尸
,

E ) ,
反 之 不成

立
.

映象T : 刀二E 、 E 称为是半紧的
,
如果对 D 中的任意有界序列凌‘

。

} , 当‘。 一 T (踢 )”夕〔

万时 , 则{二
。

}有收敛子列{介。}
.

张庆雍在[ 8 〕中定义了半紧 1一集压缩映象的不 动点指数
,
得

到 了下列结果
:

引理1 设尸是实B a n a c h 空间E 中的一个锥
, T : 尸

,

, 尸是一个半紧 1一集压 缩 映象
.

如

果存在
r : , r : : 0 < r , , r Z< r , r ,

今 r :
使得

( i) 对所有的劣〔口尸
r ,

及久> 1 , 有 T (x) 斗几介

(11) 存在二。〔P
, x 。午 o ,

使得 x 一了
’

(二 )午凡二。对所有几》 0及二〔口若
, r Z

成立
.

则 7
’

有不 动点二关〔P且满足 m in {r , , r Z }< {{x
,
{}< m a x { ; 1 , r Z }

.

下面给出半可微的定义
, 它是F r e c h et 微分概念的推广

.

定义〔” (i )映象T
:
尸, 石称为在二关于尸是半可微的

, 如果存在映象艺
。
〔百 (尸

,
E ) 使得

对所有的h〔尸, 有

T (h )= T ~ (h ) + 田
(丫

(h )
,

且却
、一

(h )~ o (}{h {i) (当 ]lh {{, co ) ( 1 )

张石生推荐
。
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我们称T oo 为 T在co 处关于尸的半导数
;

(i i) 映象T
:

尸、E 称为 在二处关于尸是半可微的
, 如果存在映象T

二

〔E (尸
,
E ) 使得对所

有的h〔尸有

T (% + h) = T (x ) + T
:

(h ) + 功 (劣
,
h )

且切(x ,

h )~ o (}}h】}) (当}}h }}、 o :

我们称T
,

为 T 在二处关于尸的半导数
.

P e
tr ys h y n 在 [ 7 〕中

, 利用k一集压缩映象的不 动点指数
,
得到 了几个关于 半可微k一集

压缩映象的不动点定理
.

为得到我们的结果 , 先给出下列引理
.

引理2 设T
:
尸、尸在 oo 处关于尸有一个半导数T 二

.

如果T 是半紧卜集压缩映象
,
则 T 。

也是映尸到尸的半紧 1一集压缩映象
.

证明 由〔7 ] 中引理 1 知T 二是映尸到尸的 1一集压缩映象
。

因此仅需证明T 二是半紧的
.

为

此 , 设笼x
。

}已尸是任意一个有界序列
,

满足 x
。

一 刃
、。

(二
,

)、夕〔尸
.

故有a ({二
,

一 T
_

。
(x 。

)冲一 0
.

令
a = in f { 4{二

。

{}} , b = s u p 笼}1二
。

{}} , 则 b < + co
.

由( z )知
}{阴 仄x) l

}}x }【
、 o (当 !}二】】” co

时)
.

设。> 0 , 则可选取
r一 r( 。) > 0使得当二〔P且 lxJJ 》

: 时 ,
有 l。长 x) l( b

一 ’。
l川

‘

若 a > o ,

设几》 r a 一 ‘, 二〔{二
,

}, 则 l队x JJ》 : , 因 此 {{脚刃以 x ) {{簇b
一‘。jJ几二 11簇几。

.

因 为 a ({功
、

(几二
。

)})簇

d ia m (笼。二 (几x
。

) })《 2只。 ,
故

几a

(王
X 。 _ T (凡x 。

)

分一
(‘“x

一 丁(“‘
·

, ”

簇 a( 笼几x
:

一 T 二(几x 。

)于) + a (凌功二 (几%
。
) })< 4几。

.

即有 。

份
。
- T (凡x 。

)

几 分
< 4 。, 由。> “的任意性知“ (‘“x

一 了(“‘
·

, , , 一 0
·

若“一 0 , 不失-

般性
, 设 x 。

。 0( 当。 , co 时)
.

由于T 是 1一集压缩映象
, 从而a( 诬T 以二

。

)冲簇 a( {几介 D 一 。对凡

> o成立
.

由此可知 a ({几二
。 一 T 以二。

) })= 0
.

因此 , 无论 a > o或
a = 0 , 总有a (王几x

。 一 T 以 x ”
) })

“o ,
这说明

,
存在{x ,

}的子列{介。于使得几二
。* 一了

’

以二、 ) , 夕〔E
.

由于 T 是半 紧
, 因 此 存在

{几xn ‘}的收敛子列林肠
* , 圣

.

从而{xn * }有收敛子列{x 、 , }
.

即 , T 、是半紧映象
.

证毕
.

引理3 设 T
:
尸 , 尸在o处关于尸有一个半导数 T

。 , 并且 T (0) ~ 0
.

如果T 是半紧1 一集压缩

映象
, 则T

。

也是映尸到尸的半紧 1一集压缩映象
.

证明 由〔7 ]引理 4 知T0 是映尸到尸的1一集压缩映象
.

因此仅需证明T0 是半紧的
,

为此
,

设 {x
。

}仁尸是任意一个有界序列
,
使得二 ,

一 T
。

(二
。

)。叭当
。、 co 时)

.

由T 。的定义知
,
对每个

: > o ,
存在d 二 d (。)> o使得T (h) = T

。
(h) + 功 (o

,
h ) ,

且 11叨 (o
,
h) jj簇。

ilh !!对一切满足 {{h {{簇 d的

h〔P成立
.

设 元= 占/
r , 其 中 。u p 诬{}x

。

j{}< : < + co
.

则 有 林 x 。

}c P 。
且 a ({切 (0 , 几x

。
) }) (

d ia m 道切 (o声x 。

) }簇d ia m 谧功 (o
,
h ) ; h〔P ‘}簇 2 : d = 加r几

.

因此有

、a

({
X 。一 工牢

, , 一

分一
“‘X

一 了‘“%
·

”’

( a (笼几x
。 一 T 。(之x 。

) }) + a (诬阴 (o
,
几劣

。

) })

簇几({x , 一 T
。

(x
,

)圣) + Z o r元= Z o r几
.

即有 a

({
X , 工

担卜
2邵

.

由· > 。的任意性可 知

小
。一 丁

铃
’

分
一 。

.

因此存在、耐

的子列笼肠 * }使得 x 、
T (元x

几

n *
) 一 二

, 、 r , , _ , 、 , t , 。

~
,

-

一 , 夕仁乙 气习 尽今 co 日习
’

) , 以IJ几x n ‘一 1 又凡x 打‘) 令几夕 灭臼 尽令 co 叼 少
。
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由于T 是半紧的
, 则存在{几介。}的收敛子序列{又与、, }

.

亦 即笼丸 }有收敛子 序列 {二、 , }
.

因

此夕 T
。

是半紧的
.

证毕
.

在给 出本文的结果以前
,
按照仁2 〕

夕

我们称映象A 属于类E 车(尸) (相应 地 E 犷(尸) ) , 如

果A 〔百 (尸
,

E )并且存在又
。

> ], h0 (
。
尸使得A (h

。
)一元

。
h
。

及A (的 午 h对一 切h尸尸成立 (相应地 ,

A 〔E (尸
,

E )并且A (h )今肠对一切几》 1及he 尸成立 )
.

定理 1 设 T
:
尸”尸是一个 半紧卜集压 缩映象并且在co 处关于尸有半导数 T 、

.

如果 T 。〔

E 车(尸)并且存在d > o使得对二〔口尸
。夕 元> 1有T (劝 牛之二

,

则T 在
。
尸中有正不动点

.

证明 为给出定理的证明
, 注意下列结论 (见〔5 〕)

:

如果
。, 。〔尸 , 。今 。,

林
,

}仁 (0,

十co )是一个数列满足元
。

。co (当 , 、 co 时) ,
则存在n0 〔N

+ ,

使得 v 一标
。。诺尸

.

由于 T 二〔E 草(尸) , 则存在之
。

> 卜 h
。

尸尸使得 T
。
(h

。
)一几

。
h
。

并且对一 切 h〔0P
,
有 T 、,

(h )

钾 h
.

下面证明
:

存在
r 。

> o使得对某个固定的
: > r二 ,

当二〔口尸
, ,

刀》。时 , 二牛 T (x) + 刀h
。 .

事实上
, 若不然

夕

则存在数列 { r 。 }任 (0
,

+ co )
,

{二
。

}二
。
P及 {刀

,

}已 [ o
,
+ 冈 )使得 r 。

” co

(n 、 co ) , 11x
。

}!= r 二

且 二
,

= T (二
二

) + 刀
,

h
。 .

由( ‘ )知 x
,

= T
、

_

。
(二

,

) + 。二 (二
,

) + 刀
,

h
。 .

因为 T 、

是正齐次的
,
而 }x

,

l一 r 。 , 故

(, 一丁一 )

(会
一

)
一 切

舀
”

’ + (剐、 , “
。

( 2 )

= 1 且
}}田二 (丫

,

) }}
}!二

。

】】
令。(}}/

二

{{一
。

一
) , 由 ( 2 ) ,

利
砷

‘一丁一 )

(汀)}
的有心

�

人
为因

界性可知王风 / r 。 }是有界的
.

故可设刀
:

/r
, 。

。刃》o (n 、 co ) (不然的话 夕 可取子列 )
.

由 ( 2) 得

“一 T 一 )
(之)令

: “
。
‘

一
,

·

因为丁是半紧的
, 由引理 2 知丁一也是半 紧WJ, 故 存 在

{洲
的子列
弋淤}

使得
一

器
令正

尸 ,
且 }】到一 ]. 从而

z 一 T o
.

(约 ~ 帕
。 ( 因 T 二连续 )

.

因 T 二〔E 车(尸 ) , 易知 叮> 0 且 二一帕
。=

T oo (力〔尸 夕 即z 一 刃h
。

> 0
.

由于 T
。

是增的和正齐 次 的
,
故 T , (约》T , (咖

。) ~ 叮T 二 (h
。
) =

材
。h

。

亦即 , 几
。
h
。

镇 T 二 ( z ) = “一叮h
。

或刃( “+ 几
。) h。( 之 .

从而 T 二 「叮( ”+ 几
。
) h

。

〕( T 二 ( 之) 〔P , 即

, (1 + 几。) 之。h。(
: 一 刁h

。

或刃(1 + 几
。+ 几; ) (

2 .

由此继续可得

z 一刁(1 + 几; + ⋯ 十粼 ) h0 〔尸 V n 〔N
斗 .

因为几
。

> b h尸尸 夕
这与前述结论矛盾

.

取
: > m a x{ d

, r , }
,

由引理 飞知 ,
存在尹〔尸使得 T (沪 ) 一沙且占< }户 {< : .

即 T在
。
尸中

有正不动点
.

证毕
.

仿定理 1 之证明 ,
可证下面定理

.

定理 2 设 T
:
尸。尸是一个半紧卜集压缩映象

,
T (0 ) ~ o , 并且在 0处关于尸为一个半导

数T
。.

如果 T0 〔E 车(尸 )且存在
: > o使得T (劝 等几二对一 切 x 〔口尸

,

及元> 飞成立
, 则 T 在

“
尸 中存

在正不动点
.

为得其它定理
,
我们引进下列概念

:

定义 1 映象T
: D 任尸。尸称为强半紧映象 (简记

s一半紧映象 ) , 如果对每个 D 中有界序

列你
二

}
,

当兄%
二

一 T (戈 , )对一切汽> 1收敛时 , 恒有{%
。

}的收敛子列{翔
* }

.

注 1 由定义易证
,

任何k一集压缩映象(0 < 寿< 1) 及任何凝聚映象都是s 一半紧映象
;
每个s一半 紧映象一
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定是半紧映象
.

注 2 考察引理 2及引理 3 之证明易知 在引理 2 和引理 3 中 若T 分别是 s一半紧的
,

则T 二与T 。

也分别

是
s 一半紧的

.

定理3 设 T
:
尸。尸是 s 一半紧卜集压缩映象

, 并且在co 处关于尸有半导数 T 二
.

如果 T 二

〔百r(尸)且存在占> o , , 。

e 尸使得 、一 T (劝 牛刀二
。

对一切二(口尸
。

及刀> o成立
, 则T 在

。
尸 中有正

不动点
。

证明 只要证明
,
存在扎

。

> O , 使得对每个固定的
: 》气

,
有

T (x )斗触
, ( V %〔口P

,

及几》 1 ) ( 3 )

事实上
,
若 ( 3 )成立

,
考察定理条件及引理1, 即可得所需结论

.

下面证明 ( 3 )成立
.

假若 ( 3 )式不成立
,

则存在笼
r ,

}二 (0
,
+ oo ) , 介〔口尸

r 。

及几
,

》卜 使得 r ,

” co (。
一 , co ) 且

T (*
,

) ~ 几
二
二。 ,

故有

切、 (劣
,

)

r ”

~ 飞/ : ,

}}T (二
,

)一 T (二
,

)ll ~ 1 /r
。

}几
,

戈
:

一 T oo (二
。

) JJ

““:
”

一(
一

之)⋯
因为

令0 (隔 }一、

一
)且{

T 一

(之)}是
有
勒

, 因此、“
·

,有界
·

不失

搬
性

,

设几
。

, 兄
。

> 1 (。、 co )
.

故有

妙
一 丁、

〕

(脚
一 , / 肠队一

7
’

一‘%
·

, {‘一 t/r
·

}“
。义

一 7
’

(踢’一切\ (气”,

引 “
。一 “

·

‘
炭

+ , / ‘ }功一帆 , {今。 (n 今 co ’

因为 :

匙
半紧的

, 由注 2 知T
。

也是一、
的

.

因 此 夕

ha {之}
的子列
毛淤}

使得
欠

。z 〔口尸
1 .

由厂 的连续性知
, 几

。z 一 T 二 (z )~ O ,

亦即几
。
。二 7

’

二
、

(力
.

这与T 、〔刃汉 尸) 矛盾
.

证毕
。

仿定理 3 之证明
, 可证下面定理

:

定理4 设T
:
尸。尸是一个

s 一半紧
, 一
集压缩映象

, T (0 )一 o ,

并且在 o 处关 于 尸 有一个

半导数了
。

.

如果 T
。
〔E 丁(P )并且存在

: > 。, 二。贬。尸使得对一切二〔口尸
,

及刀) 。有 二一 T (x )今刀介

成立 夕 则T在甲中有正不动点
.

由定理 1 ~ 4及 [ 8 ]推论 2
.

4 ,

可得下面推论
.

推论 1 设T
:
尸、P 是一半紧 (或

s一
半紧) 1一集压缩映象

夕 并且在co 处关于尸有半 导 数

天
。 .

如果存在d > 0 ,

使得对一 切
二〔口尸

。

有二一 T (劝 (尸及T 二〔E 聋(尸) (或 对
、

一 切 二〔口尸
。

有

T (劝 一 二〔尸及T
。二
〔E 丁(尸))

.

则 T 在
。
尸中存在正不动点

.

推论2 设 T
:
尸。尸是一个半紧 (或 : 一半紧 ) 卜集压缩映象

, T (0 )一 o , 并且 在 。处 关

于尸有半导数T
。 .

如果存在
: > 0 , 使得对一切‘〔日尸

,

有二一 T (劝〔尸及T
。
〔E 军(尸 )( 或对 一切x

曰尸
,

有T (x )一 x 〔尸及T
。
〔E 了(尸)) , 则T 在

。
尸中存在正不动点

.

考察以上各定理之证明
,
由引理 1 可得下面定理

:
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定理5 设T
:
尸

一、尸是一个
s 一
半紧 1一集压缩映象

, T (0 )~ o , 如果T 在o 处和co 处关于 尸

均有半导数 T
。

和Z
一

、 夕

则当下列条件之一成立 时
,

T 在
。
尸中存在正不动点

:

( I ) T
。
〔刀不(尸)且 Z

。
〔E 车(尸) ;

( 兀) T
。
〔E {

一

(尸)
_

日
.

T 、〔E ; (尸)
.

注 3 由引理 1 易知
,

定理 1、 5推广了P e t r y s h y。〔7 1中定理 1、3
,

进而推广了A m a 二n [ 1 ]中定理 1 3
.

2
,

1 3
.

6及 !2 】口
;
定理 2

,

K 、a s ,、0 5 0 1、卜定笼〔5 〕。了
:
定理 , 1

,

了6及 E d o u 二d s
等 [ 4 ] 。{:定理6

.
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