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摘 要

本文用一种改进边界元法分析与计算了椭圆截面等直杆的扭转问题
.

并与边界元法的 解 进行

比较
,

其结果极为符合
.

然而
,

改进边界元法较边界元法所需要的数据最少得多
,

计算 时 间也将

大大减少了
.

因此
,

本文方法对求解Poi
s s o n 方程问题是一种经济而行之有效的数值计算方法

.
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不全
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、 护 口 「习

图 1 所示为任意截面形状等直杆的弹性扭转问题
, 这就是众所周知的S ai n t一V e n a n 七扭

转问题
.

利用 P r a n d 七l应力函数物 则扭转问题成为如下的P oi sso n 方程问题
〔‘’,

即

{
V

Z沪= 一 ZG K = b (在口内)

(在r 上 )
(1

.

1 )
甲~ O

式中 G 是剪切模量
, K 表示杆的单位长度扭转角

.

图 1 边界厂与区域口 图 2 边界单元及内部单元

通常用边界 元法求解P oi 朋 o n 方程 ( 1
.

均 ,
其边界 积分方程

t Z ’一 t“1
为

c ‘, ‘一
{

, q ‘。厂

一 {
_

。, * 。r +
}

_

。, * 、。

J l
,

夕 吏
‘

夕封

(1
.

2 )

.

张汝清推荐
.

619



杜 生 广

式 中 q = 口甲闰
n , q 爷“口甲洲口

n , 甲爷是满足下列方程

V Z切爷 = 占(r
, r‘)

的基本解
夕
占(r

, r,
)为 D ir a c 函数

.

对于二维问题
,

基本解沪取如下形式
, 1

切万
二

。 _ i n }r 一 r引
乙 J ‘

将沪及其法向导数口甲洲口
n
代入式 (七 2) 得

。舜一
六!

二 , (r一 r‘)作

}r一 r‘}2

,

一 I f
, , ,

。
a ’ “ 一 2元J

二 q ‘n lr 一 r ‘l“ ’

+

牛
一

{ 。(
r)In . r 一 r‘ ,。。

乙兀 J 夕

(1
.

3 )

其中 。是由点 ‘所在边界的几何特性确定的常数
,

(『一 『￡)n “ (‘ 一从 )”
:

+ (.9 一从)n , ,

{
『一川

一研(x 一 二 ‘
) 2 + (, 一 , 。

) 2 .

式 (1
.

3 )为用边界元法求解P Oi 貂o n 方程问题的基本方程
.

为 了求含有6项的区域积分 , 即式 (1
.

2) 或 (1
.

3 )右边第二项

丁
。“, ·d“ 或

扁
一

!
。“(r , ‘n ‘卜

r“d “

我们必须将区域 口离散成一系列与有限元法 中采用形状相似的
“

网格
”

或
“

内部单元
”

(见图2 )
,

但这里却又不需要任何内部未知数
, 这与有限元法的概念完全不 同

.

对每一个单元都可以应

用数值积分公式
‘咨’一 〔”, ,

得

A

、‘.....,了

{
。b甲‘““- 田 , (b甲关 ) ,

"

E川
E凡

式 中N
。

为内部单元数
,

k为每一个单 元上积分点数
:

哟为加权函数
, A

。

是单元的而积
.

这个

区域积分是一个冗长的数值计算过程
,

这种区域内的离散化失去了边界 元法求解 L a p lac
e

方程问题仅离散边界的主要优点
,

因而计算这个问题所需要的数据和计算时间将大大增加
.

本文采用 G re e n 公 式把区域积分可以 变换成边界积分
夕

不用建立内部单元
,
而仅须离

散问题的边界
,
这种方法称作改进边界元法

.

本文用改进边界元法分析与计算了椭圆截面等直杆的扭转问题
夕
并与边界 元法进行了比

较
, 其结果极为相符

.

然而
夕 改进边界元法较边界元法所需要的数据少得多

,
计算时间则减

少了
.

因此 ,
对求解P oi 、so n 方程伺题

, 本文方法是一种经济而行之有效的数值计算方法
.

二
、

基 本 公 式

在如下情况下) 区域积分

{
。“甲‘d口

(2
.

1 )

可以变换成边界积分
,
这就是

“
b
”

本身是一个调和函数
, 即满足

V
Z
b = 0

显然
, 当

“

b
”

是一个常数或是一个关于二 , , 的线性函数时
, 式 (2

.

2) 是满足的
.

把式 (2
.

1) 变换成边界积分的方法是以存在一个函数。为前提的
, 即

V Z田~ 中补

利用二维G r e e n 第二公式

(2
.

2 )

(2
.

3 )
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卜
。v Z。 一 。vzu) 、。 一 {6粤一
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粤、
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J 曰 J 刃 、 U 刀 a 刀 I

其中
u , v 函数在边界及其所包围的区域上必须连续可微

.

用b , 。分别替换上式 中的
u , 。 ,

上式可 写成

{ (。沪阴一 叨v Z。)d 。一 ((。
一

妙 一 。
一

乎 、dr
J Q J 尸 、 a 介 a 刀 /

注意到 V Zb一 o及v Z田二 卯爷 , 式 (2
.

4) 可以简化为

{。沪、。一 { 6粤
一 ,

一

婴
一

、、厂
J 口 J r 、 U 升 a 刀 /

式 (2
.

5) 表明 ,
如果能找到函数。

, 就可以方便地把区域积分变换成边界积分
.

对于 各向同性的二维问题
, 在极坐标中

, 式 (2
.

3) 可写成

l d 了 d 田 \ 1

下 而 气
犷

一

己二 夕=
一

丽
‘
nr

其中
r ~ }

r一 r‘l, 对上式进行两次积分
,

得

1 l r Z

川一
。 吸

一

I n r 一
乙兀 、 4

r Z 、
.

8 一 8 夕十
“’I n r 十 “’

在满足式 (2
.

3 )条件下
,

可以 给c , , c Z

以任意常值
, 如取

c ,
一 c Z

~ 0 , 于是

功一

撬
( In一 1

卜景
(, n }卜

r‘

卜 1 )

用上式可以计算

(劣一 劣 ‘)
8 窝

(Zln r 一 1 ) n 二

+
(夕一 y ‘)

8 兀
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.
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(2
.
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(2
.

7 )
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.
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一一沁面

或 妙 一 少 (2 1。 J, 一 : ‘}一 ; )( , 一 , ,
)。

口 月 O 兀

将。 及其法向导数2功 ,/0
n 代入式 (2

.
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把上式代入方程 (1
_

.

3 ) 夕 将得出改进边界 元法的边界 积分方程
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号:
在本文P oi s s o n 方程中b为常数

,
对于光滑边界

, 于是方程 (2
.

7) 可写为
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把边界划分成N 个常值单元
,

杜 生

对于给定点了
, 方程 (2

.

8) 变为离散形式

万 万 万

;耐石H加
夕一

薯“
,

衬买
犷

! ,

E H
‘,甲, 一兄 G

, , q , 十 云玖
, (2

.

9 )

式 中 H 介

H 。一 {H 介十 几
、 ‘

(当i钾 j

(当f一 j

H 介
, G ‘, 和犷‘,

利用四 点G a u 朋求积公式计算
.

N 个节点的全部方程组可以用矩阵形式表示为

H巾 = G 心+ B (2
.

IQ)

注意到在边界上的N
l

个甲值和 N Z
个 q 值为已知

, (N
l
+ N Z = N ) , 因而在式 (2

.

1 0) 中有

一组N 个未知数
,
按照把全部未知数都置于方程左边的方式重新排列

, 则可写为

AX = F (2
.

1 1 )

式 中X是未知数甲和 g的 向量
,
向量F包含B项

.

解出式 (2
.

11 )
夕

从而得边界上全部卿值及 q值
,

进而计算任意 内部点上的甲值
.

三
、

算例与结果分析

设有等椭圆截面杆的扭转
,

长轴和短轴分别为 功c m 和 sc m , 扭矩为 100 N
·

c m
.

由于对称性
, 只需要考虑区域 的四分之一 用边界元法分析

,
把边界分割成 16 个常值单

元(或节点) , 区域分割成 20 个内部单元(见图3 )
.

用改进边界元法分析
, 在边界上仅离散成拍

个具有相同密度的常值单元(图0
.

为了提高精度
夕
需要把边界单元数增加到26 个

,
再次进行

计算
.

丁夕

图3 边界元法离散 图4 改进边界元法离散

本文方法与边界元法
t“’
得到的结果见表 1

.

由表 1 中计算结果分析可见
, 改进边界元法的结果与边界元法的值相当符合

.

在增 多单

元数之后
,
可以提高计算精度

.

在精度相同情况下
夕 改进边界元法较边界元法的计算时间大

产减少了 (几乎减少一半’
·
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表

坐 标 (c m )

改进边界元与边界元结果比较

力 函 数 甲

边 界
少匕

法

(N /
c m )

改 进 边 界 元 法

16 单 元

6
_

0

5 0

2
.

64 5 8

1
.

6 5 8 2

0 0 3 5

0
_

0

3 0 O 0

一

公
⋯

一 。丹。7 4

⋯
一

巡

一 0
.

2 19 2

一 0
.

3 9 0 3

一 0
.

3 10 7

一 0
.

5 6 1 3

一 0
.

5 6 2 1

2 6 单 元

一 0
.

2 3 05

一 0
.

4 0 27

一 0
.

3 1 7 4

一 0
.

5 7 2 3

一 0 5 54 3

16 单 元 单 元

一 0
.

2 16 0

一 0
.

3 9 2 4

一 0
.

3 1 2 0

一 0
.

5 6 2 9

一 0
.

5 6 3 6
二:

2 25 2

4 0 2 2

3 17 1

5 7 1 4

5 6 2 3

26一--0--0刊

在IBM一PC

上运行时间

17秒 45 秒秒八曰

一一一一一一一一一一一一一一一一

一束

2
.

等优点
.

3
.

本文方法的计算结果与解析值相 当接近
, 这说明该方法的计算精度比较高的

.

本文方法的解与边界元法的值相当 符合
,
但前者具有需要的数据量少

,
计算时间少

本文方法应用范围广
, 可以计算各种截面形状的实心和空、乙等直杆的扭转问题

, 还

可以计算有热源
、

有旋平面稳定温度场
、

速度场等工程问题
。

总之 , 对于 P oi s s to n 方程问题
,

本文方法是一种经济而行之有效的数值方法
.
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