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有初始几何缺陷的一般壳体

的非线性应变分量公式
‘
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�西安冶金建筑学院
,

�� ��年 � 月 � 日收到 �

摘 要

本文从非线性三维连续介质的应变分量公式出发
,

导出具有初始几何缺陷一般薄壳的非 线性

应变分量公式
,

在推导过程中没有局限于任何一种特定的壳体
,

因此公式具有一般性
�

这 组 公式

可以为研究有初始几何缺陷的壳体几何非线性问题提供应变几何学理论基础
�

关键词 初始几何缺陷 壳体 非线性 应变

一
、

引 言

实际工程中的壳体结构由于制造和施工偏差
,
经常会使按某种理想曲面设计的壳体具有

不 同程度的初始几何缺陷
, 较严重的会造成产 品报废或形成结构倒塌的主要原因

【‘’�

至今
, 人们对有初始几何缺陷壳体的线性问题已作了不少研究工作

, 如陈叔陶
〔� ’的小参

数法� 卢文达
、

高世桥
〔“’的摄动法 � � � � , � � � �� “ ,及 � � 七� � � �� � 〔

“, 的有限元法等等
�

对

壳体非线性问题的研究相对少些
〔已, ’〕, 对具有初始几何缺陷壳体的非线性问题 的 研 究 就 更

少 〔吕’�

本文提出的有初始及何缺陷一般壳体的非线性应变分量公式
, 是为求解有初始几何 缺

陷的各种壳体几何非线性问题提供应变几何学理论基础
�

与通常采用的方法不同
, 本文不是

从壳体中曲面变形理论出发
, 而是从非线性连续介质三维 问题的几何方程出发

,
视初始几何

缺陷为初始位移
, 导出了具有初始几何缺陷一般壳体非线性应变位移关系式

�

作为验证
, 由

这组公式的退化情形可以得出文献 ��〕有初始挠度的板与扁壳的应变分量公式
,
可 以 得出文

献 ��
, � , �� ,

�� 〕中完善壳的线性与非线性应变分量公式
�

本文公式所指的壳体初始几何缺陷可

以是有限变形量级
。

二
、

三维连续介质的非线性几何关系

把初始几何缺陷视为初始位移
�

初始位移和变形位移都属大位移
�

由文献〔幻 �
�

�
,

列

价

薛大为推荐
。
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式 , �� △才时刻的应变张 量可以 写成
�

� 二 �
� �

, � � 二

”甘
,

君一, �
。 又石� ‘, �一 �� � , ‘一 �口 七, 了�曰 今 , ‘一 。曰 ‘, 了一 。曰 了, ‘一 �口 今 , ‘ �口 � , 了�
乙

�
, 二

� 下 又己� 无 , �

乙

。
�

。, ‘�
。
�

。 , ‘ 。
�

。 , , � ��
�

��

设 , 一。为 初始时刻
, 则 �� ‘, 。

�
‘
�‘一 ‘ , , ,

�� 分别为初始位移和变形位移
,

于是由式 ��
�

��

可以 得出应变张量公式
�

、
。

�
, 一

奋
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�
。
�

‘, , �
。
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� 一 , ,

�

去
‘“� 一 , 。

“一 �
。
“

一
“一 , ’

考虑到初始位移是指离开理想形状的初偏离
,
所以不产生初应变

,
故

�
, 。 � 二

立�合�
‘, 、� 吕� , , �

� 吕�
。, , �� � , ‘

� � �
�

、 “ � 。 , � · 。

所以应变张量 殆
‘。

�
, �由下列三部分组成

�

�合
‘�

乙�� 乙�� �� 万五�� �� , 五 �
。 ,

� �

其中 � , � �
,
��分别为线性项

, 非线性项 , 祸合项
�

将符号合
‘。

芯
�
简写成。

,
并将变形位移分量符号

。
�

� , 。
�

, , 。
�

�

分别改用 �
,

犷
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不
,

初始位移

分量改用�
。, 犷
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研

。, 引进记号
�
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则有初始几何缺陷的应变分量可以写成下列形式
�

·

一
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� � 直匆丝几何缺陷的巡
壳吵
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式 中
。。� 二 ,

砰
。
得到

�

“

” ,

�。。�

的表示式可由式 ��
�

�� 中的变形位移�
, 犷 ,

万分别换成初位 移 �
。, 犷

。,

参数
� � � ,

一 , �。
二

在正交曲线坐标系中相应于下式
�

、,
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�
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其中H
l,
万
2夕
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和H
3
为拉梅系数

; U
。 ,

形位移在三个坐标线切线方向的投影
.
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U , ,
U

,

分别为曲线坐标系 (a
,

刀
,

力 中任意一点的变

定义式
。。1 1 ,

…
,
2 。。3

则由式 (2
.
选)中位移分量U

。 ,
U

, ,

U
,

用初位移U
。。 ,

U
。, 夕 U

。,

取代后得出
.

线性应变分量的一般表示式
:

这使我们立即能写出在 任 意正交曲线坐标系 中非
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三
、

有初始几何缺陷的一般壳体的非线性应变分量公式

(2
.5)

在壳体理论中
,
取a

、,
az 成高斯曲线坐标

, 亡为垂直于中面的直线坐标
,
且a
l, a Z ,

雪正

交
.
曲面的梅拉系数有如下关系

:

。
1
一 ,

1

(

1 +

贪)
,

H
Z一A Z

(

‘+

食)
,

H

3
巴 1 (3

.
1 )
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(3
.
2)

、....

…
l/t.eseseseses‘......es将(3

.
1) 式代入(2

.
4) 式将有

:

一 、誉爪久
1
偿
+
未
2
会

厂‘+

贯)
1 了 1 口F ‘

.
1 口A

Z ; ; , .

W

‘、 口牙‘

“ , ’
= 丁千酬R

Z
火儿 矽。

2
十 月)力

2
而尸

’

十 几 夕
, “, 3

=
一

J 互

一成
/、l

(

一

义
一

芸
一

试
A、豁

““

)

+

成、、低 器
一

命
、捻

犷“

)

· , 3
一

餐
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伽
1一

( 直
:
盟

一

粼

一
口

黔
、

偷
、
(戈贯

一

劲
2。 ;
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+、千
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一勒
202一
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一

、公粼
一
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一
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203一
赫
*1
帐

一
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一

众
2
豁
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)

一 、
共、(七

一

笠
一

瓶
一

欲
犷‘

)

此处U 雪
,
F
‘,

牙‘是壳体中任意一点在坐标线 a
l, a Z , 亡方向的变形位移

. 。。1 1 , …
,
2 肠
3
可 由壳

体任意一点的初位移替换式 (3
.
2) 中变形位移后得出

.

这样
,

由式 (2
.
5)即可写出在曲线坐标系(a

l,
a : ,

勃中壳体内任意一点应变分量的表示式
.

取壳体变形位移U ‘
,

V ‘,
研‘为

:

U ‘一 U + 乙v
,

犷‘一犷 + 亡劝,
砰‘= W + 亡x (3

.
3)

这里U , 犷 ,
研是壳体 中面的变形位移

.
U , 犷 ,

砰
, v , 劝, X 只是al , a Z

的函数
.

利用薄壳理论的直法线假定与厚 度不变如定
,

即
:
脚
3~ 。, 协

。

二。
夕
几

。
= 0

,

取1十夕R
,
”

l , 1 + 刽R Z幻 b 假设初位移与亡无关
,
令
:

附一Rl, 。 】,
一
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’ “2 2
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.

1
_
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-
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之, 12 性 2
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d a Z
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.

1
石 月
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=
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1一
一

U一口一

A
: 口a Z

, 。。1 ; , …
, , e 。2 3的表示式可由(3

.
4) 式中的位移用相应的初位移取代后得到

.
则可得出

:
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(3
.
5 )

、
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(
1 +

关e 全矛
3+ 爷 。。 , 1
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v Z
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在小应变情况下解得
:

v= 一 (爷 召、3 + 釜召。1 3
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+
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A
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将式 (3
.

面位移引入 ,

为
:

2) 代回(2
.
5)式中的第一

、

二
、

忽略 亡的二次项
,
考虑式 (3

.
四式 , 并在。 , 1 , 。2 2 , 丫土2

的表示式 中用式 (3
.
协将中

4) 与 (3
.
7) 得有初始几何缺陷壳体内任意一点应变
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+
肠‘ 13厅」。

+
爷e 。1 1“t ,

+
爷e 。, 2 衬1:

+
关召。, 3 ,厂:3

]

·2 2

一
+;(二:

1+ 二:
2+ 二 ,

3) +

一
“。2 1

+
·“2 2

一
+·· 23
一

+亡[(1 + 爷‘ 22
)
仔 22

+
肠e 2 1“2 :

+
关。 2。厅2 3

+
务 e 。2 2 ,‘2 :

+
爷 ‘。2 , 厅2 ,

+
关 召。: 3厅2 3」 ();

.
8)

下12= 肠e l :
+

关e Z ,
+

餐 ‘11苦 e : 1
+

朴‘ 22关弓 1:
+
关 e , 3 补召2 。

+
关e 。: , 关‘2 ;

+
关e 。, 2承 e 2 2

+
肠e 。2 5 关e 2 3

+
关e 。2 1关e l l

+
关‘。2 2关‘ , 2

+
肠e 。2 3关 召13

+ 乙仁(1 + 肠召2 2
)
、 1:

+ ( 1

一

+

关召 11
)
、 21

+
朴e 2 1、、:

+
爷 e , : 、2 2

+
爷 e Z s“ 、3

+
关。 13、。:〕

+ 亡[关e
。2 1左11

+
关 e 。2 2 厅1:

+
e 气
23左, 。

+
朴e 。, 1厅2 ,

+
肠‘ 。1 2衬2 :

+
釜 e 。; 3 2: 2 。

]

因此
,
有初始几何缺陷壳体内任意一点的应变就可 由中面变形及初位移表示出来

.

作为验证
, 由这组公式的退化情形可以得出文献

〔8’有初始挠度 的板与 扁壳的应变分量公

式 , 可以得出文献〔6
,
9

,

10

,
1 2 〕中完善壳的线性与非线性应变分量公式

.
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