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摘 要

本文利用迭加原理
,

给出了点简支正交各向异性矩形薄板弯曲问题的封闭的级数 式 解答
�

简

支点的位置和横向载荷的分布均可任意
�

用本文的级数解给出的算例与以往的数值解是十分 一 致

的
。

关越词 精确解 点支承 正交各向异性矩形薄板

一
、

引 言

用铰或柱支承的矩形板在横向载荷作用下的弯曲问题
,
在土建

、

机械等工程问题中是十

分 常见的
�

由于点支处的边界条件与其余自由边处截然不同
,
使得求解此类问题在数学上存

在很大的困难
�

从历史上说
, 最早提出此类问题并试图解决的可能是� � � � � �

【” ,
可 借他得

到的实际上是周边固支板的配点解
,
而非点简支板的 解

�

� � � �� �� 和 � � � � ‘� ’
提 出 了 用

� ��  ! �� �一� ���法求解点简支板所适用的一些函数
,
但没有给出任何数值 结 果

�

��  � 年
,

� �� �� � �和 � � 护
”’
首次给出了等间距点简支方板的配位解

�

而后
,
吴兹 潜

、

张 佑敏和 范 寿

昌‘心’用样条有限条法给出了此类问题的数值解
�

但是
,
在寻求问题的解析解方面至今仍无结

果
。

本文讨论了点简支正交各向异性薄板的小挠度弯曲问题
,
简支点的位置和横向载荷均 可

任意
�

给出了精确满足微分方程和全部边界条件的封闭的级数解
�

用本文的级数解给出的算

例 与文献〔�〕
、

〔�〕的数值解是十分一致的
。

二
、

微分方程及定解条件

考虑图 �所示的等厚度正交各向异性薄板
, � , �和�为板的几何尺寸

�

整块板简 支在若

干点上
, 其余边界都是 自由的

�

计算时假定
� � � �简支点的位置是任意的 , � � �横向载荷 是

任意的 , � � �弹性主向与所选坐标轴方向一致 � � � �采用 � �� � � � � �� 直法线假设
, 只考虑

小挠度弯曲变形
�

�

陈大鹏推荐
�
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�
�

� 微分方程

在直角坐标系中
,
板挠曲面的微分方程

奈 简支点

几鲁
� ��湍

至

� � ,

令
一。�� , 。�

�����

��
�

� �

�
�

二
�

�

�
�

����一拼
, 拼, �

� �
� , ��

����一拼
�

召, �
� � � � ��

� ,

山中为式

� � �
�

“, � � �“
二 , �

� , 二� �����

�
� , � , , “

二 , “, , � 分别是弹性主向上的杨氏模量
、

泊松比和剪切弹性模量
�

板的内力可用挠度函数表示如下

�
二

一
�

二

�鲁
� 。,

令�
,
�

,

一
� ,

�令
� 。

�

豁�

�
, 一 � 一 ��

� ,
口
�功

� 劣日� ��
�

� �

�

一仁令
� �

备�,
�, 一��, 令

� �

备�
为了利用边界条件得到方程 ��

�

�� 的解答
, 导出等效边界剪力的表达式如下

�

犷

一�几鲁
� �� � �� 一�

粼司
� ,

一��, 鲁
� �� � �� 一 �

�

磊
念

」� ��
�

� �

�
�

� 定解条件

挠度函数。除满足方程 ��
�

�� 外
,
还必须满足如下条件

�

在板的四边
,
有

��
二

�
� 。 。

� � 一 �犷
�

�
二。 。�� 犷

�

��
, 夕�夕 ��

二

�
� 。。
� � , ��

�

�
� 。 。
� �

,

��
, � �

��
, �, 一。� � , �犷 , ��

。 。

� 犷 , ��
, � �, ��

, �, 。 , � � , �厂� �, 。 。� 厂��劣
,
� �

在简支点处
,
有

功� �

�
‘�

·

‘� ,

��
�

� � �

在自由角点处
,
有

�场�日劣��二 � ��
�

�� �

在简支点处
,
支承点的反力是突变力

,
假定在二二。边上有�

� ,

个简支点 �不包括角点 �
,

则该边上的剪力可表示为

犷
,

��
, 夕�二艺 � ‘

�
��� 一夕‘� ��

�

�� �

式中�
‘二是支承点的反力 , 夕‘是支承点的坐标 � �是� ��� � � �� 七函数

�
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同理
, �

�

��
, 夕�, 犷, �二

, � �, 犷 , �二
,
��可表示如下

�
� � � �

� �

犷
二

��
, 夕�� 艺 � ‘

二

��夕一夕‘� ��
�

� � �
卜 �� �

主�

�
�夕

犷, �“
, � �“兄 � ‘, ��二一 � ‘�

��
�

�� �

� �, � � �夕

厂 , �, ,
��二 艺 � ‘,

� �� 一 , ‘
�

‘� � � � �夕

��
�

�� �

式中�
� � ,

�
, � ,

� � �
分别为� 一 � , 夕� 。, 夕二�边上的简支点数 �均不包括角点 �

�

利用 � � � �� � � 级数
,

可将叔 戈一 � ‘�, 次 , 一 , ‘�展为级数如下
�

��� 一 � ‘�二 会乙
� 兀劣‘

�

拼兀 �
� ��

� � �

一
一

�

��
�

� �

、,����,吸
‘

�‘�,��产

� 共� 气“一”‘’”万六

� ��

� ��
月兀夕‘

�

� �� 塑里
�

问 题 的 解 答

3.1 解的形式

本文用迭加法求解满足方程(2
.
1)和定解条件(2

.
4) 的挠度函数功

, 其 形式取为

功=
E

田‘
( 3

.
1 )

式中
, , ,

为四边简支矩形板受分布和集中载荷作用的N a v ie r解 , 。2为x = o
, x =

a 边简支
,

另两边任意的L ev y解 , 功3为沙= O
, 夕~ b边简支

,
另两边任意的L ev y解 , 叨4为角点支座沉

陷时的解
。

以下就解切‘
( ‘= ], 2 ,

3
,

4) 的具体形式进行讨论
.

分布载荷和集中载荷作用下的四边简支矩形板
, 其挠度函数

夕一兀一,扣口O九i
n

.侣.几
S

协兀戈

a
( 3

.
2 )n

;几
S

‘
、.刃产

”

一书 导介 十乙C点
。

式中
尸 一 终 f

“

q
(
x

, 夕)
切兀劣

5 In —一 S ln
a

擎鳖面d
, ,

O ~

C 点
。

4 P
。

一D
。 二 5 I n

川兀戈无

a

5 I n

行兀夕七

b

D
。 。

=
二4 a b [ D

:
( m /

a
)
峨
+ Z

H (
用n /

a b )
“
+ D

,
(
”
/ b )

‘

〕

q( 二 ,

g) 为分布载荷的集度 , 尸
。

为第寿个集中力(寿~ , ,
2

,
⋯

,

K )
;

(
x 。 , 夕。)为尸

,
作用点的坐标

.
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二 = 0 , x
~

a
边简支

,
另两边任意的L ev y

卜

—
。

—
}I ’

劣

一
|
b
上

解取为

。2= 乙 名 A
, 。y , . ( 夕) 5 in

佛一 1 J . 1

脚兀劣

a

( 3
.
3 )

根据H
“

与D
二

D

, 之间的三种不同的关系
,

Y 扭(, )分别为

( 1 ) H
么
) D

:

D
,

圈 2

Y , .
( 夕) ~ e h 刀

:.(29/b一 1 ) ,

Y
3 . ( g ) =

s h 刀
:.(2, / b 一 1 ) ,

Y
2 .

( 夕)= e h 刀
2. (2夕/ b 一 1 )

Y ‘.
( g ) ~

s h 刀
:。( 2 9 / b 一 1 )

}
( 3
.
4 a )

式中

刀
‘,

优兀b
= 厄

a一 r ‘, ,
/ 子厂I下互石几亏

一

7 万万不r“ = 丫 刀丁下
、一

上 户
V 气

~
刀「)

D
。

刀 ,
( i = 1

,
2 ) (

3

.

4
b )

( 2 )
H

Z
= D

:

D
,

Y
; .

( 夕) = e h刀. (2, / b 一 1 ) ,
Y

2 .
( 梦) = 刀

.(Zy/b一 1 )s h 夕
.(2, / b 一 1 )

Y :。( 夕) = s h 刀。 ( 2 , / b 一 1 )
,

Y
‘。

( , ) == 刀。 ( 2 夕/ b 一 1 ) e h刀.(2, / b 一 1 )
}

‘3
·

‘c ,

式中
m 而b /

.

万
-

p。 ==

而
r‘, r , ’ V 刁i

(3
.
4d)

( 3 ) H
Z< D :D ,

Y
: .

( 夕) = e h 刀
:.(Zy/b一 1 )e o s刀

:。( Z y / b 一 1 )

Y 2. (夕) = s h 刀
;。

( 2 夕/ b 一 1 )s in刀
:。
( 2 夕/ b 一 i )

Y :. ( , ) = e h 刀
:。
( Z y / b 一 1) s in刀

2。( 2 9 / b 一1 )

Y 一。 ( v ) = s h 刀
:。
( Z y / b 一 1) e o s刀

2。
( 2 夕/ b 一 1)

( 3
.
4 e )

。 川兀b

式甲 P ‘. =

~

下万
r‘, ,

乙“

、一了殉哥而
万

歌
~
(i~1, 2

) (
3

.

4
f )

, = o , , = b边简支
,
另两边任意的L ev y解取为

功:= E 乙B
, 。

X
, 。

(
“
)
“i n ( 3

.
5 )

. 一 I J 一 1

竺卫
b

上式中X , 。
(
二
)的具体形式与Y J

. (夕)相似
,
将(3

.
4) 诸式中 的 Y , .

( , ) ,
刀
。. ,

吞
。 , r ‘, , r , ,

D
, ,

D
, ,

b
, 夕分别换为X , 。

(
二)

, a ‘。 , a 。 , r ‘二 , r : ,
D

, ,
D

. , a , 二 , 即得到X , 。
(
二
)

,
a ‘。 ,

a , , r ‘, , r :
;

j = 1
,

2
,

3
,

4 ;
i = 1

,
2

。

角点支座沉陷时的解为

。一吞
:+ 寿2二+ 气v + k.翔 (3

.6)

3
.
2 定解条件 的满足

将(3
.
1) 式中的挠度函数。代入定解条件(2

.
4),

并把一些非正弦函数展为正弦级数
,
整

理后得
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a
J盆A , 。

~ o ,

兄
a
歹髯姓

, 。
== o (。 = 1

,
2

,
一

了. 3

,

OO )

E
b 歹扩B

, 。
= o

,

E
b 歹盖

,
B , 。

= o
(
n
=

1
,

2
,
⋯

,

co )

J 一 1

O 二〕 4

E

a

J黯A
, .

+
E 艺b乡盘

,
B

, 。
+

E
夕糯p

*

j一 1 ” . 1 j . l

+

昌(穷)
3 Niy

·

E

“i n

华
一
R
‘,

+ U 二,
, 一“ (阴 = 1

,
2

,
⋯

,

co )

。力 ‘

云可斋A
, .

+ 乙 艺可扩B
, 。

+ 乙此盆尸
。

. , l j “ 1

2 / b 、
3

十万气二 )

N i夕+ N
:夕

乙
“in

卜
1+
N
i夕

塑些竺上刀‘,
+

U

U 留
,

一。 (。= l ,
2

,
⋯

,

‘ )

C火〕 4

5 3 3

( 3

.

7 )

?

兄,-1

习 乙 可盆A
, 。

+ 习可扩方
, 。 十 乙p盆尸

。

游一 1

O一一
口.

+

淤)
3Ni,

E

o
i

n
(

n

= 1

,
2

,
⋯

,

co )

之洲勺 ‘

丝葵丛凡
二

+ u

O

K

习艺 可柔A
, 。 十

E 可黔B
, 二

+ 乙p姗尸
,

协 ‘ l

N
i :

+ N
Z 二

E

。‘n

黔
R一 + U 护

, 一0 (”~ 1
,

2
,
⋯

,

co )

公一 1 +
N

i :

·

护
n
夕丫

a
一汀
.
了‘.、
、

2
工
b

+

减洲, 4 《x ) 4

习乙
a
歹豁A

, .
+ 乙 乙 b{荔

,
B

, 。
+ 乙户犷

,
p
。
+ 。‘

(
x ‘ , 夕:) + U “

,
= 0

价 一 1 J
一 1 ” 一 1 了一 1

(
s
= I +

s
,

l 二 1
,

2
,
⋯

,

L )

伽乃 ‘ 《大, 心

习 E
a
探A , 。 + 乙 E b歹护B

, 。
+ 乙户孟”p

。
+ k

‘
+ U

“ ,
= o

价 , 1 了. 1 污 . 1 J . 1

( t =
f

+ L + s
,

f = 1
,

2
,

⋯
,

N
,

)

式中
,

L 为简支点总数; N
了
为自由角点数

.

(3
.
7) 式为一无穷维的代数方程组

,

为确定挠度函数田中的待定系数(A 加
,

B
, 。 ,
寿, ,

j = 1
,

2 , 3 ,
4) 和简支点的反力

,
对。和

n分别取M 和N 项
, 则可得 4M + 4N + N, + L 个方 程 ,

共

有4M + 4N + N
,

+ 乙个待定常数
,
构成封闭解

.

根据H
“
与D

二

D

,
的三种关系

,
( 3

.

7) 式中的系数可分别确定如下
:

( 1 ) H
Z
> D

.
D ,
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af盆二汽
;,

Y
l .

( b )
, a
互盆= 凡

2,
Y

Z 。
( b ) ( 3

.
s a )

a
石器= 几

1,
Y

3 .
( b )

, a
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Y

4 。
( b ) ( 3

.
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::
X
:。

(
a
)

,
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X
Z:
(
a
) (3

.
se )
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= 兄
1:
X
3。

(
a
)

,
b 袋盆

,
= 几

Zo
X
4。

(
a
) ( 3

.

s
d )

式中 几‘,
=

,
l

, 一“
: , 几‘

:
=

r
丢
:
一“,

a
f髯= 一省

:,
Y

s 。
( b ) ( 。b /
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“,

( i 二 1
,
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、1....1..口.,...
.

l
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a
)
“
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:,
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: 。
( b ) ( m b /

a
)
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2,

Y
Z ,
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a

)
3

b f黔= 叮
1:S , 。n 3 ,

b 五扩= 刀
2:S

Zo n召

b 喜昙
,

== 刀, :
T

, 。。3 ,
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T
Zo n 3

( 3
.

s e )

嘿一鑫会
·
in

嘿
,

S l n
月汀g 抢

b

U 留= 一 乙E
。 ,

C
。。

月 一 1

式中 雪‘,
=

r ‘, 〔D , r
l

, 一(H + ZD
:,

) 〕

, ‘:
=

r
言
:
(H + ZD

.,
) 一 D

,

S
: 。

= 一

T ‘。
= 一

Zm 兀

4 a 孟
。
+ ( 。二 )

X
‘。

(
a
) (

e o s 川汀一 1 )

( 3
.
s f )

Z m 兀

4 a 丢
,

+ ( m 兀)
X

‘+ 2 。
(
a
) (

e o s 优兀+ 1 )

、............、了.

E
。 。

=
n 〔D rn

Z+ (H + ZD
:,

) ( m b /
a

)
2
〕

(i= 1一 2 )

a

二架= 一
a
J豁 (j一 1 , 2 )

, a

J鬃=
a
;髯

b;盘
,

= b
;扩eos

n二 ( j ~ 1
,

2
,

3
,

4 )

{

( j = 3
, 4 )

碟一鑫龄
·‘。

m 汀X k

a
5 In

月兀夕

b
C O S 刀兀 ( 3

.
8 9 )

U 韶
,

= 一 乙E
。”

C
。。

c o 、n 二

在(3
.
8e)和(3

.
89 )两式中

,
分别用

a
j

勺‘, ,
S
‘。 ,

T
‘。 ,

F
。 , ,

刀
‘. , r ‘: , r ‘。 , a

/ b

X
, 。

(
a
)

, 省‘, , 1] ‘, ,
S
‘。 ,

T
‘。 ,

E
。 。 , a ‘: ,

P 韶
,

U 盖
了, 夕 雪‘

, , 夕‘r 夕 S
‘。 ,

T
‘。和F 。 , ,

j

才
,

b ;护
, 夕篇

,
U 扩

, ,
X

, 。

(
a
)

,
Y

, 。
( b )

, 君‘
: ,

,

D

: , , 和m 代替b互黔
, a

蛋黯
,
户糯

,

U 雳
, ,

Y , 。
( b )

,

r ‘, , r ‘: , 6 /
a ,

D
, , 。和n , 即得到

a
J汾

,
b

J犷
,

,
2
一
3

,
4

, f , 1 一
2
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值得指出的是( 1 )(3
.
8 9 、 j)四 式的形式同样适用 于H

“
二刀

二

D

, ,
H

Z
< 刀

:
D , 两种情 形 ,

( 2 ) P 糯
,

U 货
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U
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U
“ ,
在三种情形下是

相同的
.

四
、

数值结果与讨论

本文对图 3所示的两种支承的方板进行了计算 ;材料是各向同性的
.
计算结果列于表1

,

2
,

3 中
,

表中结果均以无量纲形式给出 (对均布荷载 q 为 10 D , / q a4
,
对 中心 集 中 荷 载 为

裹1 圈3( a) 所示八点支承正方

形板的中点挠度(拌= 。
.
2)

表2 圈3(h) 所示仅在四边中点支承正方

形板的中点和角点挠度(拼= 0
.
2)

⋯⋯
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握渐幼加每边支承点时正方形板中点的镜度(“= 。
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A

.

S

.

为本文的解
; C

.
S
.
为文献〔s1 的配位解

; F
.
S
.
S
.
为文献「4」的样条有限条解

,
5

.

5

.

为四边完

全简支
。

l o D 。
/P

。“
)
.

表1
, 2 表明用本文方法得到的中点及角点挠度与文献〔3〕

、

〔4」的解是十分一致

的
.
从表 3 中可以看出

,
对图 3 (a) 所示支承的方板

,

随着每边点支承数的增加
, 其 中点挠

度逐渐趋 于四边简支方板的中点挠度
;
在每边有N

,

= 8 个等距离支承点 (包括角点) 时
, 两

者之差不足0
.
01 5帕

.

[ 3 ]

[ 4 ]

[ 5 ]
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