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摘 要

本文利用非均匀网格和指数型拟合差分方法给出了具有非光滑边界层函数的线性抛 物型 方程

关于小参数
。
一致收敛的差分格式

.

文章还给出了误差估计和数值结果
.

关铭词 非光滑边界层 特征边界 非均匀网格 指数型拟合 一致收敛的差分格 式

型方程

一
、

引 言

B u 七u z o v
,

N e s t e r o 、
尸〔‘’曾研究过问题

:

拼〔)u / ‘t= 拼七(二 )臼
“u / 口x “一 b (劣) , 。/ d 劣 + f(戈

, t , “

(劣
, t)〔日= (o < x < 1 ) x (o < t( T )

u
!

: 一 。
= o

, u
!

: 一 。
= o

, u l
二 一 ; = o

}

抛物

(1
.

1 )

丈1
.

2 )

的渐近解
,

本文利用了他们的一些结果
,

研究该问题 的差分解法
.

方程 (1
.

功在 t方向和戈方

向的导数项带有不同量级的小参数拼
,

退化方程 的特征线平行于二轴
,

因此边界 r
,
= 汀= 。

,

0 《x ( 飞)是特征边界
,

摄动 问题 (1
.

1 )
,

(1一 2) 靠近 t二 o 附近的边界层函数由一阶偏微分方

程来确定
.

该方程的解穿过由原点 (0 ,

0) 引出的特征线时
,

其一阶导数将出现第一类 间
,

断

点
,

因此在 t二o附近的边界层函数是非光滑的
.

在边界r
3
一 (x = 1

一

,

0 < t( r ) 附近边界层函

数由常微分方程确定
.

本文根据这一问题的以上特性建立了在整个区域 中关于小参数
。
一致收

敛 的差分格式
.

我们沿二方向采用定步长
,

沿t方向采用非均匀网格
.

我们采用指数型拟合和

非均匀网格相结合的方法对方程离散化
,

当非均匀网格满足加密条件时
,

差分格式关于小参

数一致收敛
,

我们还给出了误差估计
.

,

,性生尸奋

二
、

摄动问题渐近解的构造〔’]

在必= {0 镇二( 1 , o《 t( T }内讨论下面线性抛物型方程初边值问题
;
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苏 煌 城 张

。口u
/ 口t= 。“a (二 )a“u

/
.

, 二么一 b (x ) a u / 口x + f

(x , t)〔口 = (0 < x < 1 ) x (0 < t《 T )

u l
: _ 。

= o

u
!

: 。。
= 0

u }
: 二 ; = o

由

_

戈 , t )

(2
.

1 )

余一、r
�

(2
.

2 )

0)3)4)满招(20川

点b角),在,t、Xx,f力书这里函数
a 一

x 、 ,

b :二 ) ,

f ( x
, t )充分光滑

, a ( 二 ) > a 。> o ,

b ( 二) > b 。> o ,

满足一阶相容性条件
,

即f ( 0 ,

0) 二0
,

且当 (二 ,
t) 〔( 一 co < 二《 1, 才》山

足 : }f / b l= o ( 1 )
,

1( f / b )二}= o ( z )
.

问题
。2

.

1
·

、
、

2
.

4) 的解的渐近表达式是
:

u ( x , t , 。) = 云。( x , t ) + 完。( 戈 , : ,

占) + 0。(亡
, t ) + R

。(亡
, : ,

0、+ o 可。 )

其中吼是退化方程的解
:

b( x ) 日. 。

/ 口x 二f ( x , t )
, 云。( o , r)二 o

矜 x , : ,

翻是厂
,

附近光滑化的边界层函数
,

兄= g 占
,

元。

吮
, : ) ,

凡满足
:

口, 。

/ 己r + b( 戈 ) 口二
。

/ 口x = 0 , 二。 ( x
,

0 、= 一 反。 ;二 , 0 )
, 二。( 0 , r ) 一 0

沼
.

5)

(2
.

6 )

( 2
_

7 )

二。( , , · ) 一

{
兀告== 一 云。( B

一 ‘
〔B ( 劣) 一 f 〕

, o 、 了 ( B ( x )

: ) B ( x )

元。

是 二告
‘

二 ,
们在整个区域幼上的延 拓函数

, : = B 分 是方程 口
.

7) 的特征线
,

t 。
, 、

f
苦

1
r =

, 万 又x ) = l
: j _ 二 a s ,

众=
己 J 0 0 气百少

B (戈 ) 一 r

左

。‘: 一 ) (
“

习 汀 J _ 。

e X尸{一 5 2 、d :

牙。满足
:

·

曝
。

一
(X )

势
+ “( X ,

蹂一
(·

2

,

} (2
.

7
弃。( 戈 , o ,

占) + 云。( 劣 , o ) = o (。“) , 兄。( o , 丫 ,

睿) = o ( 。
2

H = 口
。+ R 。

是厂
3

附近的边界层函数
,

它满足
:

a ( 1 ) 口“H /
‘

,乙
“+ b ( 1 ) 今H / 口亡= 0

} 2
_

8 )

这里

H ( 0 , 丁 , t ,
0 )二 一石

。( 1 , t ) 一完。( 1 , 了 ,
8 夕

,

H , o (亡。 oo )

亡= ( 1 一 x ) / e Z ,

8二占}
, . ;
二 ( B ( 1 ) 一 r ) / 。

三
、

摄动问题解的导数估计

引理 3
.

1 设

r , , 、

口Zu

山“ = 己一0 气X 少代不 二,

O X 一

a材

一 O 灭戈 ) ~ 万二

口 笑

一
e

架
一 , (二

, ‘、, 。 (‘、) a 。> “

a ,
b

,

f在口内充分光滑
,

若在口中L “) o (L 。《O )
, u在口内有正 的极大 ( 负的极小 )

点P0 砂
,

t0) 处达到
,

则对于所有的p〔几有
“( p ) == 。 (p 。)

.

证明 参看〔6] p
.

45 引理 4
。

引理 3
.

2 条件同引理 3
.

1
.

若 u 寺 c o n 就
,

并满足微分不等式 L u ) o fL u
《。

、 ,

能在区域口内达到正的极大 (负的极小 ) 值
.

值
,

且在

则“不可
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证明 由引理 3
.

1直接推得
.

定理 3
.

1 条件 同引理 3
.

工
,

若 。车 c o n s七
,

且在边界厂上
“
( 。呻》o ,

那么当 L u》o L :

( 0 )时
, u ( o (u ) o )

.

引理3
.

3 当 a 《 x ( 方时
,

下面不 等式成立
:

(s.l)
I。

,
(X ) ,、 }。(”)一 g (a , i一万全、 + s u P {夕

“ 劣

[ a ,
尹1

刀一 a

2

证明 见 [ 3」
.

由引理3
.

3
,

定理3 环11方程本身的变换
,

叮得 到

定理3
.

2 对于问题 (2
.

1 、 戌
.

必 的解
u 二

,

t , 。 有如下的导数估计
:

J 力 k 二 {

{
。二

几二
一

卜M
“一 “ ‘ “ ) (‘一。

, 1 , 2 , 3 , ‘
(3

.

2 )

其 中M为与
。无关的常数

.

四
、

差分格式的建立

在区域 魔上引入网格 评
、
二评。Z x 评。, ,

其中 评h ,

二 衬
, , i ~ 0 ,

1, ⋯
,

N
; , 0 = t。< t ;

< ⋯

< t二 1
= T 卜

,

评。2

二 {二 j二jh
Z ,

j二 o , ! ,

⋯
,

N
Z , x 。

== 0 声二 :
= 1 }

,

假定 厂。二评
。
门厂

,

不
。== 评。

门日
,

厂二厂
,

U 厂
Z
U 厂

3 ,

r
Z
二 ( x ~ o , 0 < t( T

,

构造问题 2
.

1) ~ (2
.

4 1 的差分格式如下
:

L o u }, 二 [。
Za (x ‘) a ‘

(p ) u盆父 一 b (x ‘

“o j二 u万
: z = 0

, u ‘o
= 0

一￡u
l〕二f 二‘ , tj 、 ,

(二‘
, tj 〔砰

。 (4 1 )

这里 。‘
(p ) =

b (x ‘
)

Za (戈
‘
)

.

。
.

。。、h

(
b (x ‘

)

Z a (戈
‘
)

、 h
Z

.

P . , P 二几
/ 石

路‘+

U夕=
-一 -

J一 封‘_ l , J

2 h
2

“‘j一 封‘, j一

h呈
h ; = t, 一 tJ _ ,

u 。, 表示
u (, , t)在点(x ‘ , t , )的近似值

. a ‘,
b
‘ ,

f
, ,
分别为

a
一

x ‘

h == m a x (h
, ,

h
Z
)

,

N
。
= m a x (N

, ,

N
Z
)

.

按〔3 ]给出厂
:邻域内结点的加密公式

:

b
r

x ‘ ,

f又x ‘ ,

t , )
,

h
l

= m a x h ;
,

J

‘J一“

(从)
,
“‘·, 一

{
梦(s )

刀+ a (; 一 a )

O簇s簇 a

a 簇 s
簇 1

(4
.

2 )

这里沪(s )二配In 〔q / (q 一 、 ) ]
, g 为一个小于 1

一

的正常数
, 。为一个正常数

,

正
、0 , 。。」

, 。。= T q/ 。 ,

a为过点 (1 ,

T ) 作函数 p (: )二配In [ q / (q 一 : 夕

〕的切线所得到的切 点的横坐标
,

刀二势咬a)
,

a = 训(a) 二配 / (q 一 a )
.

a 可通过迭代法求得
.

由刀(: )的单调性推得对一 切
: ,

矛 (: )簇a 簇T 八 1 一 q) = q ; ,

并且 t , 一 t , 一 ,《刀 又“刀 / N
l ,

由此得出估计式
:

r, 一 t J _ :

簇 9 1

/ N
, , 1簇j簇N

l
(; , 二 j/ N

;

) (4
.

3 )

在给出差分格式(4
.

1 )
,

(4
.

2) 的极大值原理之前
,

我们先给出一个引理
.

引理 4
.

1 }劣e o 七h 劣一 1 1簇 c x 七 , x 〔仁o ,

+ oo
_

)
,

1 ( k ( 2
.

证明 参看〔叼中附录B
.



余由
一

张一城一煌一
一

苏

将 (4
.

1) 式写成下面的形式
:

L o u ‘, == 一 (d ‘, u ‘, 一 ‘. , ; , , u‘十 , , , 一。‘一 : , , u ‘一 , , , 一 , ‘, , 一 : u ‘, , 一 : )二 f
‘, (4

.

4 )

￡一川十
ZJ ‘(P )。坛

‘

“‘, ’一 ’= 面
’ “ ‘, - 一h :

一
b
‘

“ ‘+ , , j “ 一 2人
2
十

〔r ‘(P )。
“a ‘

, 切‘一 l , J

定理 4
.

1 在 。(二 一》
a 。

> o
,

b (% > b
。

> 0 的假定下
,

若 L , u ‘, ( 0
, u ‘, l二

儿

) o
,

那么u ‘,

(% ‘ , t, )〔评
。 .

证明 令
成, = (u 工, , u Z , ,

一
u * 2 一 ,

,

, 少望 ,

笋
, 二 、

f
; , ,

f
Z , ,

一 f、
, 一 ,

,

了、, ,

(j二 1 , ·

⋯N
,

)

中0,其乒

将 (4
.

4 )改写成矩阵向量形式A ,
·

“, = 一了
, + B , 。, _ ; + 几,

其中 ; _

兰
“

“ , 一

!
一

火

一 召Zj

d ; j
一 。* : 一 l

,

、
一

{
,

· , - d i··(· 1 , j

一
、 2 一 ; .

, 一 ;
)

一 一 阴 万2 一 2
,

, d 万
2

一
z

刀
。,
是 (4

.

4) 式的左端项中的
。 ‘十 t , , , u‘_ , , , 在厂* 上取值时移至右端所得到的向量

.

由 d ‘, ,

“
+ , , , , 切 ‘_ , , , 的表达式

,

我们易证
:

d ‘,
> o , e ‘十 , , , > o , 切‘_ 1 , , > 0 ,

d ‘, 一“
, 一, , 一切 ‘一 , , , > o

故 由〔5j 知A丁
‘

> 0
.

由已知条件和数学归纳法可证得uj > 0
,

于是定理得证
.

五
、

差分问题解的误差估计

5
.

1 古典估计

我们用差分计算了L 。
作用于差

。 (二‘
, t , 、一 “‘,

得到

L 。(u (x ‘, t , )一 u ‘, 、
= L

, u (x 畜, t , )一 L u (劣
‘, t , )

记R ‘, = u (x ‘, t , )一 u ‘, ,

有

,L
·

R ‘, ,簇·‘

性
, ,

三罗
. , :

{
一

县纂
(一‘, ,

{
·

。“”, 一 ,

卜
M “‘·

飞
, ‘

兰咒
1
〕

{令
一

(一‘

川

+ M h
: s u P

[ x ‘_ 、 , 劣 , + i
〕

口Z u

万了 又x , r , ) + 。
(t , 一 t , 一 l

夕 s u P

〔亡
, _ ; ,

才, 3
!令

(一

川
由引理 4

.

1 (取壳= 1、
,

导数估计 (3
.

2) 以及(4
.

3) 式 知

}L
; R ‘, }《M (h。

一 魂

+ h
Z。一 。+ h。

一 ‘)

R ‘, == 0

(戈‘
, t , )〔砰

。

(x ‘ , t, )〔厂。 }
构造闸函数

。‘, = k (h。
一 4

+ h坛
一 ”

+ h。
一 ‘) 二 ,

适当选取正常数寿
,

易得

L , ”‘, 士L 、R
‘, ( o (x ‘ , t, 〔砂

, ; v ‘, 士R
‘, > o ‘戈 ‘, r, )〔厂

、

故 由定理 4
.

1推得

}u (二
‘, t , )一 。, , }簇M (h。

一 4
+ h

么。一 + h。
一 ’。

5
.

2 非古典估计

(5
.

1 )

(5
.

2 )

记
u : (x , t )= 反。(戈

, r、+ 而。
(戈

, r ,

君)
, u : (劣

, 才)二 “、(二
, 才〕+ H (雪

, r , t ,

口)
, c (戈) == b (戈) / a (戈 )

,
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由第二节知道
。 = u Z

十 。 。)
.

对于
u : ,
毗(x ,

t) 有下面的估计式
:

}L (u 一 u l
( ) }M

。 (x , r )〔魔 5
.

3 )

}彩
。,

{( M
: 一 ,

[ e x P (一若
2
)

·

}元
。
(, , : ) }+ 。g (省){元

。二

(x , : ) {二
·

5
.

4 a )

}完
。, ,

l《M
。一 “[。e x p (一省

2
) }元

。 ,

(x , 二 ) l+ l占1
e x p (一占

2
) !元

。
(二

, : ) {

+ 。么g (省) }元
。, ,

l〕
、5

.

4 b )

}彩
。:

}( M
。 一‘
〔e x p (一 护) !元

。
(二

, : ) ! + : g (占) }元
。二

(二
, : ) }」 { 5

.

4 e )

1彩
。二 :

}《M〔: 一 ‘e x P (一占
2
) ( }元

。二 , 二 , : ) }+ 1元
。
(, , : ) 1)+ : 一“

}言}e x P (一占
2
) }元

。

}

+ 夕(占) {元
。: :

(二
, ‘ ) }〕 (x , t)〔犯 fs

.

4 d )

}
u (二

, t)一 u Z (二
, t) }簇M

: (x , l)〔幻 ( 5
.

5 )

}L (“(x , t )一 u Z (, , t) ) 1簇M仁: + e x P (一 亡e (飞) / 4 )〕
‘

5
,

6 )

现在来证明这些估计式
.

易证( 5
.

3
、

、(5
.

5 )
.

为了证明 (5
.

6) 式
,

只 需证

}L H (亡
, r , t ,

口) }簇M [ 。+ e x P (一亡e (
一

}) / 4 ) ]

由T a y lo r展式
a (x )二 a (1 )一 。2

止a ‘( l) + ( 1/ 2 )。
4

亡
Z a l,

(刀
,
) 二< 专1

< 1

b (二 ) ~ b ( 1 )一 。么雪b
‘
( 1

一

) + ( 1/ 2 )。
4

乙
Z
b
“

(刃
2
) x < 刀2< 1

和 (2
.

8 )式
,

我们有

一 b (x )
口万
O无

、、l
· + 一 p

(
一 ‘

紧
)“
)l

曰�
里

丫另�a
、,‘

劣
了、

a
么

￡

‘,.
.
��...�..., .....

由下面 引理5
.

1的证明知道
,

}己弃
。

咚
, : ,

劫 / 衍 !簇M
,

从而有

{业智
过
州、l

· + 一 p

(
一‘

号
’

刹
由三角不等式推得 ( 5

.

6) 式成立
.

引理 5
.

1 当 (戈
, t )〔附

。时
,

下面不 等式成立
:

{L
,
( u 无一 u : ) }簇 }L ( u 一 u l ) {+ {( L 一 L 。

) “:
}

《M 。+ e
!彩

。; 一 a兄。 / a t }+ b (二 ) }
u l * 一日。

工

/ , 二 {+
: 2a 二) {

u ‘,
厉 !

+ : 七( 二 ) 1咬, (户) 一 J)。; :
又 } + : 七 ( x )】口

“u ;
/ 日二

么

}

( M ( h + 己 ) (5
.

7 )

证明 首先 分
: > c 。> B (1 ) ( c 。与。无关 ) 和 o ( ‘< c 。两种情形利用 }B

一 ‘ 嗜 ) ! ( 此 1占l
,

{t
‘
一 t‘_ ;

{( M : h丁
‘

(0《t‘/
: < c 。)和估计式 ( 5

.

3 ) ~ 又5
.

4 d )证明 !弓喻
。

/ ‘二
2

!
,

,
( “兄。

/
: “

}的有界

性
,

然后 由这有界性得到( 5
.

8) 式
.

引理5
.

2 当 ( 劣 , t ) 〔W , 时
,

下列不 等式成立
:

}L
、 ( u 九一 u Z ,

】( M [ h + 。+ e x P ( 一乙e ( 1 ) / 4 , 〕 LS
.

5、

证明 }L
, 、u h 一 u Z

) }( IL ( u 一 u Z
) {+ {( L 一 L 、) u Z

}
,

由 : 5
.

6
、

和 ( 5
.

7 ) 式知只须证明 }(L

一 L 、) H 法
, : , t ,

0) }簇M ( h + 。)即可
.

由三角不 等式得到

口H! ( : 一 : 。)、 ( :
, : , , ,

。) }(
:

l、
; 一 ‘ ⋯+ {

·坛 ( X 少

令
一 。冈鉴

一、 (二) a (p 、H
·
* + “(x )H ;

{
对于项

:
!H ; 一 , H / “ }

,

由 (5
.

4 b 和 币
.

7) 的证明过程可推得
。
}H ; 一 月

H / d tl 《M (h 十司
.

下
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有界三种情形来证明估计式

由 余

面就P二机/ 护很大
、

很小
、

}。
Z a ‘a艺H / 夕x

Z 一 b‘日H / a x 一 。Za ‘二‘(p )H
二、

+ b ‘
H * !( M (彻+ 。) (5

.

9 )

由(5
.

6 )式 的证明过程 知
。么a (% ) a Z

H / 口x 么
一 b (x )a H / ax 二寿

。

〔b
‘
( 1 )一 a ‘

(1 ) e (1 ) j
·

e (1 )互e x P (一 e (1 )互飞+ o (。
么
)

(5
.

10 )

这里寿
。= 一 云。( 1 , 才)一元

。
(飞

, 二 )g (口)
.

为方便起见
,

下面记 : ,
= e (1 ) p / 2

, : = e (戈)
·

p / 2 ,

通过

直接计算我们有
。Za (x )。(p )H

二
又 一 b (二 )H

* = e x p (e ( z ) (, 一 1 )/
。么)

·

(b (二) / 2 h
2
)〔e x p (; ,

)

一 e x p (一 s 、)〕
3

·

仁e o 七h (; )一 e o t h (; ,
)〕

·

舟
。 5

.

1 1
,

,

1 ) P》 c : ,

cz 是一个很大的正常数
.

〔e x P (: : )一 e x P (一 。L
)〕

“
·

〔e o 七h (s )一 e o 七h (: ,
)〕= Z e x P仁一 2 (s 一 ; , )〕一 2

i) 当亡有限时
,

Z e x p [雪e ‘(] )hZ + (
一

l/ 2 )h Z。么亡
乙e “(叮

3
)〕一 2 = 2亡e ‘(1 )hZ + o (。

2
h

2
) x < 粉a

< 1

将此式和 b(x )== b( 1 )一 。“亡b
产
(叮

‘
)代入(5 一Ll )右端

,

得到
。“a (二)二(p )H

二 * 一b (x )H
。= 寿

。e x P (一 e (z )亡)
·

(b( 1 )/ 2 h2 )
·

2右e ,
(z )hZ + o (: “)

= 凤〔b
’
( 1 )一 a ,

(1 )e ( 1 )」
·

e (l )乙e x P( 一 e (1 )或)+ o (e Z
)

11 ) 当亡无限即亡、 + 二时
,

因为 1 一 x 》hZ
所以e x p (一 e ( 1 )右)《e x p (一 2 5 ,

)
,

从而

, , _ 、 ; 了

一 b (x )
二 _ _ _ _ _ , 。 _ 、 _ _ _

_ , _ 、 _ _

了
_

1
_

八
l己

一a 气x ) U 气尸 )月啼 一 O 气沐夕月 交 j飞一f 一 L匕入p 、一 “夕一 e 入P 又一“
一)」今 U ! 一

:

灭P
‘

l
‘ . 2 、 r’ 2 /

因此当p > e Z时
,

(5
.

9 )式成立
.

2) p 簇 c , , c ;是一个很小的正常数
.

将 e x p (x )在劣 = o处作 T a y lo r展开
,

得到

〔e x p (: ,
)一 e x p (一 s ,

)〕
“

·

〔e o 七h (s )一 e o th (s , )〕= 4 5 ,
(; , 一 ; )/

; + o (‘(; 一 : L
) )

i) 当雪有限时
,

一 4 5 ; (s 一 s ,
) /

; 二 Zh: e ‘
( 1 )亡+ o (:

·

h Z )

ii 、 当亡无限时
,

{丛‘粤二丝
一e x p (一 。( 1 ): ) {一 l丝性粤里卿理二孚“) , 述祥 芍

“

怜{
。x 。 、一 。 , : 。:

,

{ 习 - 一

l 】 C L戈 )
.

气劣一 划 ￡“

l e ‘

} 一厂
、 - 一

,
,

( M (h + 。)
·

h
Z

所以在p 很小时
,

估计式 (5
.

田成立
.

3) 。 :
《p 《

c 2 .

其中
C 、,

处如上所述
,

类似前面两种情形的证明也可证得 (5
.

9) 式成立
.

总之
,

不论p和亡取值如何
,

我们都有

}仁五一 L 。)H (亡
, ‘ , 艺,

8 ) {( M (h + “ )
,

从而得到 l、L 一 L 。、u Z rx , t) !簇M (h + 。)
,

于是 引理得

证
.

现构造辅助 函数

不(戈 , t )二壳; ‘
.

h+ 。 , ( 1 + 戈乍+ 掩Z h:
·

e x p (一用亡)士〔u h
一 u Z

丈戈
, t)〕

其中盏
; ,

气为可选常数
,

o < 。< m in

「‘
;

产,

L 任

,

m I n b 戈 ) / m a x a (x )

「0 , l〕 [ o , I J

通过对k : ,

寿2的选取
,

我们可证得
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L
、

牙 (戈 ‘, t , \

《o
, 厂戈 ‘, t , 、〔附

、

因为 fx ‘, t , 、

〔r 、时
, u

{
, = u 二‘ , t, ,

所以由(5
.

5 )式推得

班(戈‘
, t , )) o , 气x ‘ , t, \

〔厂
。

利用定理 4
.

1得到

}
u 几一 u Z

}( M (h + 。 ,

(5
.

1 2 )

由三角不等式
,

(5
.

1 2) 和 (5
.

5) 推得

}
u 一 u h

!( !
u 一 u :

}+ !
u Z 一 u h

{( M
‘
h + 。、 不x , t 〔评

,

(5
.

1 3 )

综上所述我们得到本文的主要结果
.

定理5
.

1 设a( 劝
,

b( x )
,

f (x ,
t) 充分光滑

,

f 详
, 去 在角点 。, 。 满足一阶相容性条件

.

且

当(x , t )〔(一 、< 二( l , t》 0 )时
,

f (x
,

t)
,
b (⋯x )满足 }f/ b l= o 交1 )

,

}子f / b )二}= 0 1
,

那么差

分格 式
‘

4
.

1) 当h、 o时
,

在矩形域日上关于小参数
。
一致收敛

,

且有

r
。(x , t)一 。“

}( 万 , 晋
,

(戈
, t)〔刃

。 了5
.

14 )

1

证明 当 0 < 。
( h “ 时

,

由估计式 (5
.

13 ,
得到

当 e
》庐时

,

}
u 一 u 九

{( M (h+ 。 )( M h万

由估计式 (5
.

2少得到

工

}
u 一 u 几

}《M h“

所以对一切 (劣
, t)〔评

、
我们有

一
。(二

, t)一 ““(二
, t) !《好、吉

其中M是与
。 ,

h无关 的正常数
,

于是定理得证
.

六
、

数 值 例 子

考察例子
:

{

a u 。

口Z u a u

巴 二万一 = 忍“ 一

二一 下犷 一
闷, 一十 艺t

口了 口戈
“ 口戈

(劣
, t)〔口= (0 < 戈 < 1 ) x (0 < t( 1 )

u (0 , 才) = u (1 , t)= 0 , u (戈
, 0 )= 0

其渐近解为
“= 2对一 Zt e x p ((二一 1 )/

。名)+ o( 。)
,

下面通过表 1 , 2 观察了渐近解和数值解之差

随e ,

N ; ,

N : 的变化情况
,

N
, ,

N Z的定义见第四节差分格 式的建立
.

裹 1

巴= 1 0 一‘
才2

N i = 1 0

N Z = 1 0

2
.

5 8 9 1 3 8 5 7 E 一 0 4

1
,

7 90 0 4 0 8 l E 一 0 4

7
.

9 50 9 77 6 E 一 0 5

二 2 0

= 2 0

矛i

1
.

2 0 1 7 s2 6 1 E 一 0 4

6
.

3 7 6 6 1 05 1E 一 0 5

5
.

6 4 12 1 5 5 9 E 一 0 5

6 一 3 11 5 s g g E 一 0 5

1
.

9 4 7 7 3 4 0 2 E 一 0 5

4
_

18 3 4 2 4 9 7 E 一 0 5

1
.

2 6s s 4 s 3 1 E 一 0 4

5
.

8 26 6 77 9 0 E 一 0 5

6
.

8 5 88 05 2 E 一 0 5

x N Z一 l

1
.

s o 3 3 4 0 3 3 E + 0 0

1
.

8 0 3 2 5 0 3 0 E + 0 0

9
.

o 0 3 E 一 0 5

1 9 0 3 5 2 5 90 E + 0 0

x
.

o o 3 4 3 08 6 E + 0 0

9
.

5 0 4 E 一 0 5

笼 N Z一 2

1
.

6 oZ o 6 9 l s E + 0 0

一 6 0 2s 9 7 x 5 E + 0 0

7
_

2 0 4 E 一 05

一 s o 3 34 0 3 3 E + 0 0

1
.

s o 32 5 4s o E + 0 0

8
.

5 5 3 E 一 05

.二岛二NN

= 4 0

= 70

1 2 9 5 1 4 l l E 一 0 5

0 2 6 7 08 9 5 E 一 0 6

2
.

6 2 e s 4 3 2 1 5 E 一 05

6
.

3 6 1 6 5 36 9 E 一 0 5

1
.

5 4 9 2 0 了s 5E 一 0 5

4
.

8 12 4 4 5 8 4 E 一 0 5

1
.

9 75 0 8 7 0 3 E + 0 0

1
.

9 7 49 8 8 2 7 E + 0 0

。
.

s 7 6E 一 05

1
.

。‘6‘6 25 o E + 0 0

1
.

9 4 6 3 66 6 4 E + 0 0

9
.

5 9 5 E 一 05

NN
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衰 2

e = 1 0一 8

N
i = 2 0

N Z = 2 0

才i

6
.

1 3 1 1 5 9 02 E 一 0 9

1
.

9 4 7 7 3峨l lE 一 。。

4
.

1 8 3 4 2 4 9 1E 一 09

t2

1
.

2 6 8 5 4 8 3 1E 一 0 8

5
.

82 6 6 7 75 8 E 一 0 9

6
.

8 5 8 s o6 5 2 E 一 0 9

戈N Z 一 l

2
.

5 0 0 2 75 4 1E 一 0 2

2
.

5 0 0 2 74 34 E 一 0 2

1
.

o 7 E 一 0 8

戈N , 一 2

2
.

3 6 8 6 8 1 9 7E 一 02

2
.

3 6 8 6 8 0 9 9E 一 0 2

9
.

S E 一 0 9

处一
尸 ””

~
百

一
月 户. 加

一
勿

~ ~
.

注 每个框子里的三行依次表示对应于同一点的渐近解
、

数值解及两解之差
.

表中的 tl
,

九
, “N Z一 l

x N Z一 2 依次表示才= 九
,

t一几
, x = ‘N Z 一 1 , “ = “N Z一 2 上取到最大误差(即线误差 ) 的结点

.

[ 1 ]

[ 2 ]

[ 3 J

[ 4 ]
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