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摘 要

本文利用双重幂级数展开法推导出 R e is s

、
r

板切口特征方程
,

进而应用 M ul le r 迭代法求

得不同切 口张角下特征值序列解答
,

最后获得 R e is s n e r
板切 口尖端应力应变场

.

关趁词 R e is s 。、板 切口 应力应变场

一
、

前
、

「二1

在实际工程中
,

常常会 遇到切 口问题
,

如框支剪力墙
、

重力坝坝踵
、

坝趾区以及焊接板

的角区
,

都是工程中常见的切 口 实例
.

由于切 口 尖端存在应力应变奇异性
,

容易发生局部破

坏
,

进而危及整个结构的安全
,

因此分析各种类型切 口 尖端应力应变场分布规律
,

具有一定

的理论意义和实际价值
.

W IH ia m s 〔”利用特征 函数法首次建立 了平面均质材料切 口 的特征方程
,

在此基础上
,

文献〔2〕~ 〔4 」研究了更为复杂的切 口问题
.

关于含裂纹平板弯曲问题
,

早期的研究
‘”, ‘”,大多局限于采用 K irc h h of f 经典理论

.

用

K ir c h h o f f 经典理论分析平板断裂问题
,

在理论上是有一定缺陷的
.

由于 它忽略了剪切应

变的影响
,

从而导致 I型应力强度因子不独立
,

不能有效反映裂纹尖端应力应变奇异性
.

用

考虑剪切变形的 R ei s s n er 板理论代替经典板理论研究平板弯曲断裂问题
,

可以 纠正经典

理论带来的一些缺陷
,

从而更真实地反映裂纹尖端应力应变特性
.

这 方 面 有 代 表 性 的 是

J
.

K
.

K n o w le s 〔7 ’和柳春图
〔“’
的工作

.

关于带切 口平板弯曲问题
,

迄今尚未见文用 R ei 朋 n er 板理论推导切口 尖端应 力 应变

场
。

本文首次获得 R ei 韶 n er 板切 口尖端应力应变场表达式
,

得 出了一些有用的 结论
,

为

进一步计算 R ei 朋n er 板切 口应力强度因子提供了理论依据
.

二
、

R ei ss n er 板切口特征方程及其解

1
.

基本方程

考虑一带有切 口的受弯平板
,

如图 1所示
.

以三个广义位移功
, ,

矽, ,

叨表示的 R ei ss n er
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板基本方程为
:
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式中
:

E h
3

1 2 (] 一 v 名
)

为抗弯刚度

c = 尽G 。 为抗剪冈叮度
D

E 为弹性模量
,

G 为剪切模量
, ,
为泊松比

,

h为板厚
,

尸外荷集度
.

劝
, ,

价。是变形前垂直于中面的直线段在变形后的转角
,

其中沪
,

是rz 面内的转角
,

以从 , 轴

转向
z
轴的方向为正

; 物为0z 平面内的转角
,

以从0方向转向
z
轴的方向为正

; 口 为挠度
.

板的内力与位移关系为
:

M
,

一
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+ ·
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一
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从
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一
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)
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Q
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一
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切 口边界条件为
:

翁
+

子
色 ‘ ”

圳
!

(“
’

2’

M
。= M

, 。= Q
。

二 0 0 = 士a

(2
.

3 )

2
.

特征展开 与特征方程的导出

将沪
, ,

九
,

功展开成双重幂 级 数 形 式 如

下 :

少
,

= 习
,
习

, r 久, + ” a 。 , (口
,

几)

势
。
= 习

,
习

, r 几, + ”
b

。 , (0
,

几)

。二习
,
艺

二 r几, + ” e , , (8
,

凡)

通任q乙

、..tr
...�

将(2
.

4) 代入甲
.

均
,

按
r同幂次项重新排列并令

犷 同幕次项系 数之和为零
,

得 零阶方程

为
:
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5 )

求解上述微分方程组得
:

a 。, = A
。, e o s (几, +

下
)夕+ B

。, s in (几, + 1
、

口+ C
。, e o s ‘

几, 一 1 0

+ D
。, 8 in (几,

一! )口

b
。, = B

。, e o s (几, + l )0 一A
。, s in (几, + z 、

乡

+ K
。, D

。, e o s (又, 一 1 )0 一 K
。, C

。
声 in (几

,

一
’

8

c 。, = E
。, e o s又, 8 + F

。

声 in 元, 6

其中A
。, ,

B
。, ,

C
。, ,

D
。, ,

E
。, ,

F
。,
为待定系数

,

几,
将由特征方程确定

,

(2 6 、

K oj 二
( ] + v )几, + (井一 v )

(1 + v )几, 一 ( 3 一 v )
‘

将
、2

.

中 代入(2
.

3 )
,

并利用 (2
.

2) 得零阶边界条件为
:

b占;
, + (几, v + 1 )a

。, = o , a
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, + (几, 一 1 )b
。, 二 0 , c
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.

7 )
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.
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.
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:
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。, (凡, 一 }) + ( 1+ 几, , )〕C
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。
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。, + l)C

。, 5 in (几, 一 ] )a = 0 (2
.

s b z
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O, 。in (几

,
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、

) + (1 + 几jv ) ] D
。

声 in L几, 一 z
’

a = o ‘2
.

se )

2元, B
。, e o o r只j + l )a + (只, 一 1 ) fK

。, + 了)D
。, e o 、 元, 一 1 )a = o (2

.

sd 、

F
。, e o s 几, a “ o (2

.

8 e )

E
。, 5 in 凡, a 二 0 2

.

s f、

由
厂

2
.

8 a )
、

(2
.

8 b )得使月
。, ,

C
。,
不 同时为零的几

, 满足 :

5 in Z几, a + 几, s in Za = o (2
.

9 a )

由 (2
.

8 c )
、

(2
.

8 d )得使B
。, ,

D
。,
不 同时为零的久

,
满 足

:

。in Z几, a 一几, s in Za = o (2
.

9 b )

由 2
.

8 e
、

得使F
oj
不为零的凡

,
满足

:

e o s 几, a = 0 (2
.

g e

由 、2
.

8 f夕得使E
o j
不为零的几

,
满足

:

5 in 几, a 二 0
:

2
.

g d )

综合
、

2
.

9 )各方程得使原问题有非零解 的元
,
满足下述方程

:

(。in Z几, a + 几声 in Za )(s in Z几, a 一几j s in Za } e o s几, a s in 汽, a 一 0 (2
.

1 0 )

此即为 R ei s s n e r 板切 口的特征方程
.

3
.

特征方程解

M ul ler 达代法是计算超越方程根的有效方法
.

本文将之应用于计算 2
.

10 )的全部根
,

包括实根与复根
,

得出不同切 口张角下特征值序列解答
,

列于表 1
.
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随着切 口内角的逐渐减小
,

最小特征值元
;

逐渐增大
,

表明切 口 尖端的奇异性逐渐减小
.

当切 口内角趋于18 0
’

时
,

切 口尖端奇异性消失
.

三
、

R e issn er 板切 口尖端应力应变场

为分析方便起见
,

将特征方程 (2
.

1 0) 的根分为两部分
,

一部分由 {几
, ,

礼
,

凡
,
几

: ,

⋯ }

组成
,

代表对部称分
; 另一部分由{元

: ,

几
3 ,

元
。 ,

之
: ,

⋯ }组成
,

代表反对称部分
.

下面分别推

导对称部分和反对称部分的位移系数
,

进而推得切 口尖端应力表达式
.
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三一牛1
.

对称情况下的位移系数

1
.

n = 0

i) j= 1 , 5 , 9 ,

⋯

此时幻满足( 2
.

9a) 式
,

由(2
.

8 a)
、

(2
.

sb )可推得
:

C。, 二 m 。,刀,

其中

用 oj = 一

2几, 吕in (几, + 1 )a

(几, 一 1 ) (1 + K 。, )5 in (又, 一 1 )a

刀
,
代表A 。, .

而由(2
.

se )
、

(2
.

sd )
、

(2
.

se )
、

(2
.

s f)推得
:

B
。, 二 D o , = E

。, = F o , = o
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于是 由伦
.

6 得
:

a 。, = 〔C o 。 几, + 1 、口+ m 。, e o s (几, 一 i )8〕刀
,

b
。, = 一〔。in

‘
几j+ z

、
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·
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口]刀

,
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11) j= 4 , 8 , 12 ,

⋯

此时儿仅满足(2
.
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,
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2
.
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:
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, , ,
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⋯
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.

3
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.

划
,
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:
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:
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a
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, . 0
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.
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.
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:
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,

E
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:
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.
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11) 当j= 4 , 8 ,
1 2

,

⋯

将多
.

2) 代入 (2
.

护
,

并利用 哆
.
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”可解得

:

a l , = A
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.
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:
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.
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A
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c
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.
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.
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a , , = 〔a
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1 , e o s(几, + 2 )0〕刀
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b
l , = 一 [K

工, v , , 5 in 几, 0 + 1
1 , s in (几, + 2 )0 ]刀

,

e 工, = 0

其中

厂

C
a ‘, = , ‘’一 灰几不干硒72千翻

1
.

反对称情况下的位移系数

与 I 类似
,

可推出反对称情况下的位移系数表达式
,

具体推导过程从略
,

这里仅列出其

最终结果
.

1 1 )

打= 0

j~ 2 , 6 , 10 ,
’ ‘ ’

a 。, “ o ,

b
。, = o

, e 。, 二刀j s in 几, 8

j= 3 , 7 , 1 1 , ”
‘

a 。, = 〔8 in (几J + 1 8 + 。 ;
, s in 。义, 一 1

·

8〕刀
,

b
。, = 〔e o s f几, + 1 )0+ K

。Jm ;
, e o s (几, 一 1、0〕刀

,

e o J = O

3 6 a )

3 6 b

其中



R e is s n e r板切口尖端应力应变场
3 0 3

2人, e o s(大, + i ) a

川 。 , 二 一 {又, 一 z ) 、飞
一

+ K
。, ) e o 。(几, 一 1 ) a

i)

n 二 1

j二 2 , 6 , 1 0 ,
’ ‘ ·

a 、, = 〔a ;
Js in 元, 0 + l{, s in (么, + 2 )0〕刀,

b
l , 二〔l;

, e o s (久, + 2 )0 + K
I , , : , e o s 凡, 0」月

, L3
.

7 a )

c 一了“ 0 {
其中

, : 少一

服汤公
, ·‘, 一

沂
a :

, 一 c
:
a
;

,

:

云;王‘石;
-

)d ;
l

a {
;
二 z (几, + 1 )(v 一 z ) 5 in (几, + 2 )a

a
{
: 二 2〔一K : ,几, + 1 + v (几, + 1 )」s in 几, a

a ; : == 2 (几, + 1 ) e o s (又, + 2 ) a ,
a ;

2
= 几, (1 + K

l , )e o ‘几, a

C
e
;
丝2土匹丛土1

叼叹
5 1以

城 1督
“,

+2 )

, 一 “ ; 一 。
(

一

1

场
, + 2

)
几, e o 吕几, a

a
;

, 二 ,
: , 一

C

力(久, (
一

1十巧/ 乞千2)

11) 了二 3 , 7 , 1 1 ,

⋯

a l , 二 o
,

b
l , = 0 ,

c ; , 二 [ f :
, 。in (几, + 1 )0+ g :

, 。in (几, 一 1 )8〕刀
, (3

_

7 b )

其中
‘ ,

一
_

丝,土
_

工, 匹叫 (久,

已 )

z , J一 一 4 几, (几, + 1 )
以

, 一 飞)优
e o s 。

人, 一 l a

面动不千j万反

+ C O S

体大支:君笼默泞龄
一 1’“

g : , = m {
, 〔兄, + l一K 。, (凡, 一 1 )〕/ 4兄,

利用应力位移关系(2
.

2 )
,

便可导出各阶应力分量表达式如下
.

班
.

对称情况下的应力场

n 二 0

i) jo l , 5 ,
9

,

⋯

M
,

二 一 D r 久, 一 1 人( 1 一 v )几, e o 。(几, + 1 )0 + m 。j〔(几, + v )

一K
。jv (几, 一 1 )〕e o s (几, 一 1 )0}刀,

M
。二 一 D r 又一

l {(, 一 1 )几, e o s(几, + 1 )0

+ 。。, 〔1 + 久, 二一K
。, (几, 一 1 )〕e o s (几, 一 l)8 }夕

,

戈3
.

sa )

、
, 。一坦(1

晋业
·‘,
一 〔2“, 。‘n (“, + ‘,“

+ (汽, 一 1 )(l+ K
。, 。 。, 5 in 几, 一 1

、

口〕刀j

Q
,

二 一 C r 只, [ e o s (几, + 1
一

0 + 。
。, e o s

一

几, 一 1 8〕刀
j

Q , == C r 久, 仁5 in
、

几, + 1
,

口+ K
。, m 。, 。in 、

、

又, 一 1 0】刀,
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11) = 4 , 8 , 1 2 ,

M
,

= o ,

M
。== 0 ,

钱 俊

M
, 。二 0

龙 驭 球

(3
.

sb )
Q

,

= C r 之, 一 ’ (凡, e o s凡, 0 )刀
, ,

Q 。= C r 几, 一 ‘ ,
\

一凡, s in 凡, 0 }
夕

, }
2 称=

二 1 , 5 , 9 , 二
‘

、J
aQU

.

qJf
、

、....、吕....J

M
,

= 0
.

M
。二 o

,

M
, 。二 0

Q
,
= C r 几, (几, + 1 )〔f

, , e o s (几, + ] )0 + g ; je o 。 (元了一 1 ,
o j刀

,

Q , = C r 又, [ 一 (几, + 1 )f
l , 8 in (几, + 1

.

、0一 (几, 一 1 )9
1

声in (几, 一 1)口」刀,

11) 了二 4 , 8 , 1 2 ,

⋯

M
,

= 一 D r几, 笼[ a
; , (几, + i + v )一K

, , v ; , v几, ] e o s 几, 0 + 〔l, , (兄, + 1 + , )

一 , 1
lj ·

凡, + 2 。〕e o s (兄, + 2 )口}刀
,

M
。
= 一 D r 几, {〔a

, , (几, v + v + 1 )一K
, , 夕 : , 元j」e o s只js

+ [ 1
1 5 (几, , + v + !

,

一 I
; , (几, + 2 、〕e o s (几, + 2 )0 }刀,

D 、1 一 , 、
M

, 。二上 立兰石
.

止 Z r久, 〔几, (a
l , + K , , v l ,

、

5 in 元, 0 + 2 (元, + z少1
1 , 。in (几, + 2 )口〕刀

,

2
’

‘ ” J \ 一 几沙 ’

一
二J 工J 一

一
’ 一J 一 ’

一 \’ 一 J ’
一

‘ 一 工 J 一 ‘
一

、‘ ’
J

’
“ 产 “ 刁尸 J

Q
,

== 一 C r人, + 1 〔a
l , e o s几, 0 + l, , e o s (几, + 2 )8」刀

J

Q 。= C r又, + ‘〔K
, , v : j o in 几, 0 + l

: , s in (兄, + 2 )0〕刀
,

(3

份
.

反对称情况下的应力场

n 二 O

j二 2 , 6 , 1 0 ,

⋯

M
,
= o

,

M
e == o

,

M
r e二 0

Q
,

= C几, r几, 一 ‘刀
, 5 in 兄, 0

,

Q 。二 C几, r几, 一 ‘岁j e o s凡, O J

j= 3 , 7 , 1 1 ,

⋯

(3

.

g b )

10 a )

(3
.

1 0 b )

、...

1
气、声1..1.........1

M
,

= 一 D r之, 一 1 {(]一
v )几j o in (几, + 1 )8 + m ; , 〔

,
之, + , )

一K 。, v (几, 一 1 )〕s in (几, 一 1 )0}刀,

M
,
= 一 D r 久, 一 王{(v 一 i )凡, 。in 戈元, + 1 )8

+ m 二
, [ 1 + 几, v 一K

。, (几, 一 1 )〕5 in (元j一 1 )口}刀
,

D (] 一川
,

M
, , 二 一 竺奎专

当z : 几s 一 ’ {2凡, e o s (只, + 1 )0
2

“
一

J 一

一
、二 ,

一
, -

+ m 二
,
(孟, 一 1、失1 + K

。, )e o s(几, 一 J)6}刀
,

Q
,
二 一C r 久, 仁。in ‘几, + x

.

)口+ 二 ;
, s in (几, 一 1 ) 0〕月

,

Q , 二 一C r 又, [ e o s 仁几, + 1 )8 + m ; , K
。, e o s (几, 一 1 )6〕刀

,

”二 1

j= 2 , 6 , 1 0 ,

⋯
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M
,

= 一 D r 几, 畏〔a ;
, (久, + 1 + v )一K

: , v f, , 几, ] 5 in 几, 8

+ 〔l: , (久, + ] + v )一 v l{ , (几, + 2 )〕5 in (几, + 2 )0}刀
,

M
。
二一 D r久, {「。{, (兄, v + , + J ) 一K

l , , {, 还, 〕5 in 之, 0

+ [ l石, (兄, , + v + 1、一 l:
, (还, + 2 )〕: in (元, + 2 )0 }刀,

D
、

1 一v)
。

_

_

上Vj
, e二 一 一

厄一
r 入’夭La l, 滩, + 式, 八

1 , ” ; , 」c o s 滩, 口

(3
.

1 1 a )

1 1 )

+ 2 1;
, (元, + 1 )e o s (兄了+ 2 )0 }夕

,

Q
,

二 一 C r只, + ’[ a {, 5 in 义, 8+ l{, s in (几, + 2 )8〕刀
,

Q。二 一 C r 久, + , 仁I: , e o s (几, + 2 )0 + K
, , , {, e o “几, 8 ]夕

,

j= 3
, 7 , 1 1 ,

⋯

M
,

= o ,

M
。

= o
,

M
, , 二 o

Q
,

= C (又, + z ) , 几,

〔f ;声 in

Q
,
= C r 之,〔(兄了+ 1 )f ;

, e o s

(久, + z 、0 + 夕;
, 5 in (几, 一 i )0〕刀

,

汉 , + J、0+ 兄, 一 z、夕{
, e o 。了兄, 一 ] )口〕刀

, {
(3

·

1‘b’

仿照上述步骤
,

还可推出更高阶的应力应变场结果
,

由于篇幅所限
,

不再一一列出
.

利用表 1
,

在 a 二 二 时
,

将相应的心代入上述应力应变场统一表达式中
,

稍作变动
,

不难

推出 R ei s s n e r 板裂纹尖端应力应变场
,

结果与文献〔8〕相同
.

从上面推出的切 口尖端应力表达式可以 看出
,

一般情况下
,

切 口 尖端附近剪应 力 r , : ,

r , 二

的奇异性与 a
, ,

%
,

‘
。 是不 同阶的

,

前者为 户厂 ‘ ,

时
,

才有兄
,

= 泥: = 0
.

5
,

此时介
: ,

肠
:

的奇异性与a , , a , ,

致
.

后者为 日
, 一 ‘

.

仅当切 口张角为零

。
, , 的奇异性同阶

,

与文〔7] 结论一

四
、

结 论

本文推导了 R ei s s n e r 板切 口尖端应力应变场
,

得出了一些有用的结论
.

利用有关解

答
,

可以在切 口尖端构造奇异元
,

计算 R ei 88 n er 板 切口 应力强度因子
.

进一步地还可分

析 R ei ss n e r 复合材料板切 口 性状
.
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