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,
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摘 要

本文研究了乘积空间中非线性算子的极大极小不动点和迭代法
�

作为我们结果的 推 论
,

一些

藕合不动点定理被获得
、

它们推广了由郭大钧和 � 。二�� �� �� �斌 � � � 获得的藕合不动 点 定 理
�

�见 � � 二 ��二 � �  � � � �
�

�� ���� � �
,

� ��一� �� �和由兰在�� �
、

�� �中获得的结果
�

关扭妈 极大极小不动点 藕合不动点

单调迭代法对于研究非线性微 分方程的解是一种重要的方法 �见〔�〕
、

〔幻 �
�

根据常微

分方程初值问题的拙合拟解
,

亨卜和 � � � � �� �� � � 七� � � 在〔�〕中对某些算子引入了抽象藕

合不动点的概念并获得了许多耗合不动点及其应用
�

本文首先获得了乘积空间中一些 非 线

性算子的极大极小不动 点定理
,

它推广了〔�〕中定理 �和〔�〕中定理 �
�

作为我们结果的推论
�

非线性算子的藕合不动点定理 能被获得
,

它推广了印〕中定理 �和防〕中定理 �
�

一
、

叙述和定理的证明

设� 是一实 � � � �� � 空间
,

尸是� 中一锥
,

由尸在� 中引入半序
“

�
” � 夕》 二 当且仅当 ,

一 火〔尸
�

称 ��
,

尸少为半序 � � � �� � 空间
�

假设万中的序由 尸 给定
�

令
“ 。,

巩〔�
,

且�� �

汽
,

佃
。, ” 。〕二 �戈〔�

� “。

� � �
。 。

�
�

为扣的序列枷
�

� 称 为非减的 �非增的 �
,

如果对
一

每一个
, 眨� �自然数集�

,
二

。

� , , 十 �

�二
, 、 , ‘夏二

‘

、
�

一个 映象 左
�

� ‘�
一� � 称为非减的 �非增的�

,

如

果‘成夕〔‘
,

夕〔� �推出刃� �
一

左口�月、� 月劝
�

如果乃二尤是一 有界集
,

那么 � 的集非紧测度
,

�� �
,

被定义为
�

�
�� �二 �� �福� � �

�
� � � �

, ,

对某个阴〔� 且� �� 皿 ��
‘
�� � �

感曰 �

��
�

��

显然
, ,
�� �� � 当目仅当 口 是列紧集

,
�

且 , �� ,
� �

�

�二 � � � 和 ��
�

�
, ,
��

口〕一个映象�
� � 〔尤 , 刃称为凝聚的如果

, ,
�� ��� �� �� � �

,

� � �
, �

��
�

其它性质见

�� �祷 �
。

显然
,
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�
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全连续映象是凝聚映象
�

令。和一分别表示强收敛和弱收敛
�

引理� 设 ��
,
尸�是一半序 � � � �� � 空间且凌晰�是一单调序列 �即

,

笼‘�是非减的或

非增的�
�

如果 长�
”��� �。

。

�
,

义�
。� ,

�仁魂
� � �且 � , 左“ �气 �扭

�

一 � � ,

则 沪 � 。 , �

证明 应用通
� ,

�的单调性和尸 的弱闭性
,

引理 �容易证明
�

引理 � 设 ��
,
尸�是一半序 � � � � � � 空间

�

如果扭
二

�是� 中一弱列紧单调序列
,

则存

在 �〔� 使得
“,

一 。 �

进一步
,

如果 ��
。

�是非减 的�非增的�
,

则。。

《��
“ 。

》。
�

, 。〔�
�

证明 不失一般性
,

设扭
,

�是非减序列
�

因扭
。

�是弱列紧的
,

则存在丈
。、�� ��

,

�和�� 〔�

使得
� 。 、一 � 。 �

如果
。 ,

神。。 ,

则存在
� 。� �

,

�
。
〔� 关 �� 的对偶空间 �和 �

� 云, �� �。
,

�使得 ��
。

�
� , ,

一晰� �》
。。 �

也因 �� �, �是弱列紧的
,

存在一弱收敛的子序列 �
。� � �二 �� �, �

�

可以假设
,

如
�

一

�’
�

因此丫 手。。,

矛盾于引理 �二 因此
, 。。一。。

�

因 � 。 � 。》 � 。

且“。 十 。 一“正尸
, � , � 〔尸

,

且
�

� 是

弱闭的
, � � 十 冈推出“。一断〔尸

,

并且因此
, � 。

《
� 。, 。〔�

�

设� 和� 是两个实 � � � � � � 空间
,

分别 赋予范数�
·

��� 和 �� !�
�

乘积空间� � � 中的范数

定义如下
� 对在何

�

�《� � 十 �� 和 �
二 ,

功〔� � �
,

令

���劣
, � ����

干�
� ‘ ���‘��”

� �

��“�‘� �� 一 � 一�
‘

、

��劣 ��灵� ��夕��蛋�
‘ , 尹

��簇� � � �� � �
, , �

� � � 按照通常的线性空间的加法和数乘和上面定义 的范数成为 � � � � � � 空间
�

并且

�二
� , � ,

�。当且仅当
� ,

。 二。

且 ,
。

� , 。

��
�

��

引理 �〔
� 〕
设 ��

,

�
�

�和 ‘�
,
�
�

�是两个半序 � � � �  � 空间
�

则 ��
�

���� � �
,

�
� �

�一尸
�

��是具有正锥尸
�
�

 
一尸

2
)的半序B an ach空间

;
在下面 的乘积空间中的半序均 由尸

,
x

( 一尸
2
)产生

.

( 2 ) 令。l二 (
x , , 夕;)

,
w

:

=
(

戈: , 夕2)且w
l, 二2〔X x y

,

则叨
1
( 切

:
当且仅 当 x

;
《二

:
且

g:《夕
, 。

现在证明本文 的主要结果
.

定理 设 (X
,

p

l

) 和 (Y
,

p

,

) 是两个半序 B a n a e h 空间且 (u
。 , v 。

)

,

(
x
。 , 夕。

)
〔刃 X y

使得 (
“。, 口。

) ( (
劣。 , , 。

)

。

假设B
: 仁(

u。 , 。 。

)

,

(

%
。, , 。

) 〕(= D ) 、X 火 Y 是非减凝聚映象
.
女「I

果下面条件成立
:

(H
,

)
B

(
D

) 有界
;

(H
:
) (

u。, v 。
)《B (

。。, 。 。

) 且B (二
。 ,

g
。

)《 (二
。, 夕。

)

;

( H
。
) 如果x

。

*
x
‘ ,

则对任何夕〔Y
,

B
(

二 。 ,

刀) ‘B (二
‘ , 夕)且如果 夕

,

、刀
‘ ,

则对任何x

〔X
,

B
(

x
,

g
。

) 一B (戈
, 习‘

)

.

则 (a )B 有极大极小不动点 (
u, , v 签

) 和 恤气 夕,
)

,

即 B (
u , , 。爷

) = (
u , , v 肠

)

,

B
(

二气 , ,
) =

(
二 怜 , , ,

) 且 对B 的任何不动 点 仿
,

歹)〔〔(
。。, 。 。

)

,

(

二。, 夕。
) 〕

, u * 《 牙
(
x 关且夕,

簇歹《”气而

且
,

( b )

“,
= 1 i m

。” , ”肠 == l i m
”。 , 劣. = l i m

劣. 且 夕,
= l i m 夕, ,

协 ~ ) 十《X , 口一 知十 C 心

== B
(

u 。 , 。 ,

)
且
.
(
二。 + : , 夕。 * :

) = B
(
劣

。 ,

(
e

)

。。《“:
(

, ,

二 ,

《二 。

(

,

…
,

犯 - 夕 + (戈J 目 司) 十 ‘口

夕,

)

, n
== 0

,
1

,

2

,

…

其中
,

(

u
。+ 、, v 。 十、

)

(
x ‘

(
劣。 且

从( 从《
,

…
,

《汽 (
,

…
,

《
v 、
《口。.

证明 因B 是非减 的
,

由引理 3(2)知
,

(
e

) 成立
.
从 (H

;
) 知

,

S = { (

u , _ : , 。 , _ :

)

:

有界
,

显然
,

S = 王(
。。, 。。

) } U B ( S ) 且
,

( S ) 二
,

( B ( S ) )

.

因B 是凝聚映 象
, ,

( S ) == 0
,

n 〔N }

并且
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因此存在子序列 { (
u。* , v , 。

) } 使得 (
u。。, 。。。

) 、 (
u , , 。‘

)

.

由 (1
‘

2

)
知

, u n *、u , 且。 。、, 。
气 根

据 (e )和引理 2知
,

l i m

u 。
=

u 二 ,

l i
l n 。 。

==
。关且u

。 _ ,
(
。, , 。肠》。。 _ ; , n 〔N

.
因此

,

(

u , , 。 ,

)

月 ~ ) + 0 0

( (

u , , 。关
)

.

因B 是非减 的
,

B

(

u , ,
v 关

)簇 B (
u* ,

现在
,

对任何固定的
n ,

二
。 tn 并且因此

,

由引理 3 (2)知
,

件一卜 斗 O 。

u
, , ”。

) =
(

u
, + , ,

口芳
)

v 。 + ;

) ( B
(

u , , 。肠
) 且

1
,

2
,

…和任何 P 〔N 使得 , 《n + P
,

有
u。簇u

。 + , ,

, , 二 } 簇 (u
, 十 , , ” , + ,

)

.

因B 是非减的
,

有

(1
.
3)

甘 。 + ,
簇

又眯
。 ,

B
(

u
。 , v 二

) ( B (
u , ‘+ , , 。 , + ,

)
二 (
u 。 十 , 、 , , 。 , + , 十 ;

) 簇 (
u , , 。釜

) ( 1
.
4
)

固定 (1
.4)式 中。且让

儿变动
,

由 (H 妇得 B (u
:, 。初 一B (妈

, 。
m)

,
n 。 + 。

.
因锥是弱闭的

,

由(1
.
4)知

,

B
(

u , , v 。
) 簇 (

u二 , 。釜
) (

1
.
5
)

在 (1
.
5)式中让m 变动

,

由 (H
3
)和 (」

.
5 )式 知

,

B
(

u , , 。关
) 镇 (

u , , 。 关
) (

1

.

6
)

由(1
.
3)和 (1

.
6)式知

,

B
(

u , , 。关
)

=
(
u , ,

v 关
)

.

类似可证
,

x ‘ =
l i m

% 。 ,

夕, =
l i m ,

。

且B 恤
关 ,

夕二) =
(
‘ 关 , , ,

)

.

几 - ) 十 。 , 界
.
一卜 + 。二

最后
,

令 恤
,

歹)〔〔(
uo, 。 0

)

,

(

二 。,

, 0
) 〕且B 恤

,

歹) = (
勇

, ‘

歹)
.
考虑〔(

u。, ”。
)

,

(

牙,
歹)〕

.

应用 (a) 和 (b)
,

有 勇》肠且歹( 尹
.
类似地

,

考虑 〔(勇
,

豹
,

(

二 。,

坑)〕有牙
(
“肠且 , .

( 歹
.
至

此定理获证
.

注0 该定理推广了 L4」中定理1
.

注1 从定理的证明可以看到
,

如果P
,
和尸

2
是正则锥

,

B 是凝聚的条件可去掉
.

注2 如果Y = {叶
,

则该定理推广了【5」中定理1
.

为了给出下面的推论
,

首先回忆混合单调映象的概念 (见〔2〕)
.

设(X
,

尸夕是一半序 B a n a c h 空间且 D 二X 非空
.
一个映象刃

:
D X D 、X 称为混合单

调的
,

如果A (x
, 夕) 在 , 是非减的且在 , 是非增 的

.
即如果x

l
簇x
:
(x

, ,
二2〔D )推出A (二

, , , )

簇A 恤
:, 夕)

,

对任何夕〔D 且 , ;《夕
:
(,

; ,

夕:〔D )推出对任何 x〔D
,

A
(

二 , , ;
) 》A (二

, 梦:)
.
点

(二气 广)〔D x D 称为且的揭合不动点如果A (二气 沪) = 二
关且沪

二
A (沪

, “粉
.

假设下面的乘积空间由 (
.
)式 赋予范数

.

推论 设 (X
,

P ) 是一半序 B a n a e h 空jb]
,

u 。, 口。
〔X 且

u。《口。. 假设A
:
〔u

。 , v 。〕x [u
。 ,

。 。」、X 是混合单调凝聚映象使得下面的条件成立
:

(h
;
) A ([

u。, 。。」x 仁u
。 , 。 。

) 〕有界
;

(h
:
)
u。

( A
(

u 。
, 。。

) 且A (
u。 , 。。

) (
v 。 ;

( h 刃 A (二
,

·

) 在二是半连续且A 勿
,

·

) 在夕是半连续
.

则A 有一极大极小不动点 (二
关 , , 关) 贬[

u 。, 。 。
〕只 〔u

。 ,
v 。

j

,

即 (%气 沪)是A 的藕合不动点
,

且

对任何A 的棍合不动点(厉
,

夕)〔仁u
。, 。 。〕x [

u。 , 。 。

〕
,

% 关簇 恋
( 夕关且 “ 关

( 歹( , 关
.

而且
,
另 关 =

l i m
u , ,

夕‘ 二
l i m

v n ,

其 中u
, 二

A (
u 。 _ , , 。 : _ ,

)

, 。 , =
A

(

。: 一 , , u 。 一 ;

)

,
n 〔N

,

且使得
u。簇u

,

移一知 + 0 0

簇
; …

,

几 一少 十 C 心

簇
” 。

(

,

…
,

(

口:《” 。.

为了给出推论的证明
,

需要下面一些引理
.

引理4〔
“’
如果刀 = D

, x D
:
c= X x 犷有界

,

则
v司 (D ) ( m a x 王

, x
( D

,
)

,
v :

(
D

Z

) } (
1

.

7
)



其中
1, 。 ,
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vx 和
v , 分别表示X x Y

,

X 和 Y 中集测度
.

下面 的结果 是明显的
.

引理 5 如果f〔(X x Y )气 则 f l
、
〔X

关且 f J
:
〔y 爷 ,

其 中f 队和f !
二

分别表示 f 在X 和y 上

的限制
.

引理 6‘
“,

设 (X
,

P

,

) 和 (Y
, ,

P

Z

) 是两个半序 B a n a e h 空间
,

u 。
,
二 。
〔X

; 夕。
, 。。〔Y 且

u。《戈。 ,

夕。簇。 。 ,

则

巩尸仁(
。。 ,

引理了 设 tX
,

(

二 。 ,

万。) 〕“ 〔。
。 , , 。

〕X 〔夕
。 ,

是一半序 B a n a e h 空间
, 。。 ,

” 。

〕

。。〔X 且 :
。

(
。 。.

假设
一

A

:

「::
。 , 。。〕x

〔叽
,

讥〕‘X 是一映象
.
令

B (,
,

夕) = (A (二
,

夕)
,

A (
夕, 二

)
”

(
、

,

夕〔仁u
。 , 。 。

〕) (1
.
8)

则下述结论成立
:

(P
:
) 如果 A 是混合单调的

,

则B
:
〔(u

。 , ”。

)

,

(

。。,
u 。

) 」、X x X 是非减 的
,

( P 妇 如果A 是凝聚的
,

则B 也 是 ;

(P 刃 如果A (x
, ·

) 在x是半连续且只 (
· ,

功在 夕是半连续的
,

则B 满足 (H
3
) ;

证明 (P i) 的证明见〔5〕
.

(P
Z
) 设D

,

C= 〔(
u。, v 。

)

,

(

。。,
u 。

) 〕有界且
, 二 (D

,

)
笋 。

.
注意到B (D

I
)C 且 (D

,

)
x

A
(
D

,

)

.

因A 是凝聚的由引理4知
, v , ( B (D

,

) ) (

v , ( A ( D
,

)
x

A
(
D

;

) )
=

, :
( A ( D

;
) ) <

, 的 (D
,

)

.

( Ps ) 假设 , ,

, 夕。
,

令二〔X 且f( (X X Y )
关 . 对任何。

> o
,

因A (二
, ·

) 在x半连续且A (
· ,

功在, 半连续
.
存在场〔N 使得

}f (A (二
,

夕。

)
一 A (

二
,

夕。
)

君

V) i反万 (
,
>

n 。
)

(
1

.

9
)

} f (
o

,

A
(
,

。 , 二
)
一 A (夕

。 ,
,

) ) ! <

己

2
(
n 》n

。

)
(
1

.

1 0
)

因B (,
, 夕n)

一 B (
x

,

, 。
)
二
(A (

劣
,

y

,

)

一 A (
二

,

夕。
)

,

A
(
夕。 ,

x

)

一 A (
y
。, 二

) )
,

则

If (B (x
,

v
,

)

一 B (
x , 夕。

) ) ! ( j f ( A (
x

,

夕。

)
一 A (

x
,

夕。)
,

0
) I

+ ‘f (”
,

A ‘“一 “ , 一 A (
。。

,
“ , , }《愁十万

“ “

因此
,

B
(

·
,

功在 , 半连续
.
类似地

,

B
(

二 ,
·

) 在二半连 续
.

推论的证明 令B (x
,

夕)
=
(A (

二
,

y
)

,

A 勿
, 二

) )

,
二 , , 〔〔u

o, v 。〕
.
由引理6和7知

,
B

:

〔(
。。, 。

小 (。 。
,

u 。

) 〕、X x Y 是非减映象且B (x
, ·

) 在x半连续且B (
· ,

夕)在夕半连续
.
易知

(h
,

) 推出 B 〔(
“。, 。。

)

,

(

。。 , 。。
)
] 有界

,

(
h

:

) 和引理 3(2)推出 (
。。, 。。

) 《B (
u。, 。。

) 月 B (
。。 ,

“
0) 簇 (巩

,

、)
.
在上的定理中

,

令X = Y
,

尸;二尸
2 = 尸

, 二。 二 ”。
,

夕。 二 u0
,

则 B 满足定理的所

有条件
,

从定理和B 的定义知
,

推论成立
.

注3 在推论中
,

如果 尸是正则锥
,

A 是凝聚的条件可去掉
.

注4 在推论中
,

如果X x y 中由(
, .

) 定义范数
,

我们不知道
,

相同的结论是否成立
.

注5 推论推广了汇21中定理1和〔61中定理1
.
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