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摘 要

本文在S o bol
o v 空间中讨论残差泛函J( 的的概念及性质

,

论证了残差泛函 J( 的的弱紧性
、

强

制性和下半连续性及凸性条件
.

根据临界点理论在 5 o b ol
e v空间中建立起该残差泛函的极值原理

.

给出J( “)二 。极小值存在定理
.

此外还证明了等价定理和J( 尸
。

(。))二。的五种等价形式
.

关健词 S o b ol
e v
空间 残差泛函 无穷维 B a o ac 五空间 凸性 下半连续性 强制性

极小值存在定理

一
、

引 言

全 国已连续三届召开加权残值法 (MW R ) 学术会议
,

它在应用 数 学 和计算力学等领

域 已有广泛和深入地应用
‘’J, 〔“了.

邱吉宝‘“J在H ilb e r七空间 中建立强
、

弱对偶空间原理并证明

了M W R 的适定性 与一致收敛性
.

凌铺铺
〔盛 J, ￡”J曾对一类非线性微分方程证明解的存在性

,

建

立残差不等式并给出误差界估计及M叭/ R 的强收敛性
.

但加权残值法的数学理 论基础尚未有

系统论述
.

本文在S o b ol e v 空间砰叭
’

(口)中对残差泛函进行数学理论探讨
,

分析研究 残差泛

函的性质
,

建立起 S o b ol e v 空间中残差泛函的极值原 理
,

给出极值存在性定理
.

从而将加权

残值法置于S o b ol e v 空间理论基础上
.

二
、

残差泛函的概念

我们在S o b ol e v 空间中考虑如下偏微分方程 (2
.

1) 和边值 (2
.

2 )的定解间题〔I〕

L (
。
)

= f (二)

B (哟
=
川劝

(V 戈〔口〔R
,

)

(V 戈〔a幻)

(2
.

1 )

(2
.

2 )

产

l、-.
�J了工一JL

其中偏微分算子

L( 动 一乙 Aa
: ⋯ 。 。

(x) 、, 己, a tu

1 。 。 。

日火
+ F (二

, u ,

Du
,

⋯
,

D 协一 ’“)

(二 “ (二
J ,

⋯
, 二 ,

)
;
】a 】= a : + ⋯ + a 。 , a ‘》 0) (2

.

3 )

徐次达推荐
.
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L (。) = 乙 姓
a l

、 .

。。

(%
, 。 ,

n 。 ,

a 1 . 饥

⋯
‘

D 仇 一
恤

日1 0 lu

+ F (2
.

4 )
月

-叮界

戈

D u 口U

口x ‘
(i

= 1 ,

⋯
, n
) D

z u =
d Z那

、〕劣‘口戈
(‘

,

j “ 1 ,

⋯n .

D 介“ =
日垂“

一

而声而 ;石牙之
· (k

=
刀

,
+ ⋯刀

, ;
方
‘

> o ; f == 1
,

⋯
, , ; 1《k簇m 一 1 )

在偏微分算子 (2
.

3) 中最高阶导数的的系数A
。

(劝具有适当的可微性和代数性质
.

非线性项F

是含低于。阶的各阶偏导数的非线性项
.

而偏微分算子 (2
.

4 )之A
。

(
、 , “ ,

D u ,

⋯
,

D ‘ 一 ‘

哟
,

此时

即使尸只是戈的函数L也是拟线性
.

由 (2
.

3 )或 (2
.

4) 之乙(动所构成的方程 (2
.

1) 一般 统 称为非

线性偏微分方程
.

我们在s o b ol e v 空间中考虑上述定解问题〔I 〕的解
,

即设叮劝〔附叭
’

(日)
.

自变量
, 变化

区域口是。维向量空间R
”

中的有界开区域或有界开集
,

其测度m es 口> 0
.

为使嵌入定理成立
,

还可设口是具有强局部L i p sc h it z 性质
〔”’
或可设口为锥形区域或L型区域 t 7 ’.

口的边界子口是由

有限片充分光滑的
, 一 1维超曲面S ‘所构成

.

算子B (川是最高阶为m 一 1阶的在边界。目上的线

性偏微分算子
.

例如它可以是 。口上外法向偏微分算子
.

条件 (2
.

2) 中也可含有初值条件
.

非齐

次项 f (
二
)〔万

。, ,

(幻) 二 L
,

(口)和 夕(二)〔砰
Q , ,

(厂口)
= L

,

(。二)
.

1 残差泛函的定义及基本性质

我们对
u〔万叭

,

(口)定义方程 (2
.

1) 和 (2
.

2 )的残差函数

R (
。
)三 (L (

u
)一f)〔L

,

(口) (V
u〔牙

“ , ,

(口))

尸,
(“)‘ (B (

u
) 一 g )〔L

,

(口) (V
u〔牙

价 一‘, ,
(, 口))

有时也称R (川和 R ,
(u) 为偏微分算子L和B 的残差函数

.

定义 1 定解问题〔1 〕的残差泛函是

(2
.

5 )

(2
.

6 )

J (
·
)二

{
。 }R (

·) }
,
d“ 、

一

{
。。、R

·

‘
·

, 、
, d s

J (u )
= }!R (

u
) J}’:

,

(日) + lfR ,
(
u
) 11

’: ,
(。口)

定义 2 方程 (2
.

1) 的残差泛函是

(V
“〔砰

m , 护

(见 )

(j
.

( P ; 贝 二口 +
一

;口) (2
.

7 a )

= J (左(
u
))< + co (1( P)

(2
.

7 b )

, (
u
)二 { 1* (。) }

,
d 。 = }!* (。)n

, : , : 。、< + oo (i《, ; 、。〔、
。 , ,

(。))

J 口 一 、

一
,

(2
.

8)

为方便我们将 (2
.

5) 之 J (。)记作J (R (u) )和 (2
.

7)之J (u )记作J贷 (u ))
.

这样定义的残差泛函

与通常将偏微分方程作为一阶变分方程来定义的泛函是不同的
.

如今泛函 (2
.

5) 中出现的“可

微性高
,

而后者物理意义明确为能量泛函等
.

这可通过P oi 朋。n 方程边值 问题和薄膜振动 方

程混合问题等计算可知
.

由残差泛函定义 (2
.

5) 或 (2
.

7) 知道其最小值是零
.

求泛函极小值
u 变为求

。
使泛函方程

了间 二 0
。

我们有如下基本性质
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性质 I J (
u
) 二 J (R (u ))> 0

性质2 m in J (u ) = o ( V “〔砂
‘ , ,

(口) )

泛函极小值问题化为求解泛函方程J (u)
二 0

.

性质 3 映照J
:

牙
‘ , ,

(口)、 R
‘

25丫

(2
.

9 )

(2
.

1 0 )

一
‘(·) =

{
。 }R (·, }

,
d 。

(2
.

1 1 )

J: 附
“ , 岁

(口)、 R
’

,
斌u) ~ 人威动

= ’

(2
.

1 2 )

由于S o b o le v 空lbJ 砰
“ , ,

(口)是自反的B a n a e h空间
〔7 ’则由E b e r le in 一山

二y 二二 :
定理

〔6 ’可知
,

对牙
“ , ,

(口)中任意有界点列必有一弱收敛子列
.

因此有

性质 4 研叭
’咬口)中有界点列上的J映照 (2

.

n )是弱紧的
.

即当 : 。
〔W叭

’

(口)且 }。
。

}}。
, ,

(

M则有 日u 。〔砰
“ , 刃

(岛)
,

使

J( un J ”J( u0)
,

当n , 、 co 时
.

(2. 1 3 )

性质 S J (R (u ))是强制性的
,

即

J (
u
)

= {{R (“) ]l
, 去

f

(习)” + “
·

当 1IR (
u
) {j乙 (。。今 + OO (2

.

1 4 )

而J (哟也是强制性的
,

即

, (u ) 一

{ l* (u ) l
,
。。今 + 的

,

当 *一。 !一。
, ,

、 + co
(2

.

1 5 )

这 是因为有不 等式

}{L (
u
) 一 fJl》M Jlu l{一 jlf ll

.

泛 函J (u) 是强制性的意义可从偏微分算子P是正定算子看出
.

当尸是正定算子时
,

有(P
u ,

u) >

a “

{1
“
Jl
“ .

对于正算子言
,

已知它的偏微分方程定解问题是和泛函极小值问题等价
.

今在 s o b ol e v 铃

空间附
‘ , ,

(日)中
,

对于残差泛函同样有等价定理
.

2 等价定理

设偏微分方程 (P D E )定解问题〔I 」二 笼(2
.

1 )
,

(2
.

2 ) }存在解沪( U 二砰
, , , (云少见此。

是残差泛函的极小值即J (万 (沪)) = 0
.

反之
,

如残差泛函 方 程 J (刃 (u) ) 二 。存 在 解 沪(U c

研
, , ,

(否2 )则此极小值
u 釜〔P D E 〔I 〕即 u 书

满足方程 (2
.

1 )和条件 (2
.

2 )
.

证明

必要性 (一令 ) 已知 丑沪贬U 〔砰
协 , ,

(否匀是P D E 〔I ] 之解
,

于是有

R (
u关 ) = R , (:‘祷) = ()则有J沂 (

u关 )) = 0
.

充 分性 (嘴一 ) 已知J沂 (u) ) 二 o存在解沪〔邵
“ , ,

(胳)则有

{IR (
u 关

) {{, + {{R ,
(
u 苦

) }{
’ 二 。

由范数非负性必有 }{R (
u 爷

)l}
= o及 JIR

,
吃u ‘) 11 = o即有R (

u 关 ) = o和R ,
(“

, ) = o即 。‘〔P D E 〔I 〕
.
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三
、

残差泛函的极值原理

这一节要在s o bol e v 空间中建立残差泛函极小值存在定理
.

我们通过残差函数 }R (动 }的

凸性
,

推导出泛函了(R (u) )的凸性
.

由于 S o b ol e v 空间牙叭
’

(口) 是自反空间
,

再 连 同 泛 函

J (R (u) )的强制性和下半连续性
,

于是可证明泛函方程J (u) 二 o的极小值存在性定理
.

1
.

J (R
。

(c ) )
二 0的五种等价形式

考虑牙
‘ , ,

(口)空间 中有限维子空间U
。

仁才叭
’

(口)
,

取该子空间U
。

中基函数 禅
‘}i=l

,

⋯
,

,

则 v “ .
〔U

,

有
“。 =

乙 自咖
,

于是残差 函数

* (
, 。

) 一 : (
, ‘。

) 一 ,
= :
}云

。 ‘

踌
‘

)
一‘ 〔牙

。” ‘。

(3
.

1 )

由空间牙
‘ , , (口)是完备的线性 赋范空间即B a n a c h空间

,

它又是可分度量空间
,

故必含有一

个可数拓扑基
‘“’,

从而存在规范正交完备系
.

关于空间附叭
”

(卿 存在基 的 问 题 可 参见文

献〔10」
.

今设空间不
“ , ’(启)(1《P《q < co ) 的规范正交完备系是 神

, 卜了司
,

⋯
,

二我们可将残差 函数

R (
u ,

)〔牙
。, ,

(日)对砰
。, p (口)中的基神

, }展开成收敛的广义F o u r ie r 级数

R (
u 。

)
=

兄 A ,叻, =

E A ,劝, + E
” ,

E
。

、 o (
n 、 co )

J口 1 了一 1

(3
.

2)

R
。

(
u ,

)
= R

,

(
e
) 二
艺 A J势,

J , 1

(3
.

3)

其中系数

A , = <R (
u ,

)
,

功, >
,

(R (
u ,

)〔L
,

(口)
; p , 〔L

尹

(口)
; 1簇P( g < co

,

1 1
. ~

卜
- 一

二 l )

P q
(3

.

4 )

由于L
p

(口)味L ,
(口)(1 ( P《q < co )

,

即当R
,

(
e
)〔L

q

(月)就有R
。

(
c
)〔L ,

(日)
.

故可考虑

‘(“
·

‘
·

, , = /

(井
一 , ,

)
一

l}户叫
’““

_ f! 、, P !
刁 。 月 。 。 。 。

l
,

。
一

么!
。十

气
。 ,

一 ,

而二
街

’“
’

么
”

脚 1 “
’ ‘

梦“
·

laa
‘ (3

.

5 )

从 (3
.

5 )我们直接计算可得

定理 I J (R
。

(
c
))

= o (
二

乡A , = <R (
u ,

)
,

势,
>

= o

< 井乡A 孟十⋯ 十A 二= O

(j
= 1 ,

⋯
,

的

(3
.

6)
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” , 户(口)中残差泛函的极值理论

定理Z A , = 0 2二
,

. ·

⋯
。

令乡乙
c ‘
(L 帕

‘
)

,

劝, > = (j净, >z二 , .

⋯
, ,

(3
.

7 )

或 艺 。L (咖) = f (当L是线性算子)

A,=
。了二

· 1

一
(L

(加
‘

)
,

妇
·

(j, 妇
,

一 (3
.

8 )

或 ·

愉咔“
当
。非线性算子 ,

从上述两定理给出了J (R
。

(c) ) 二 O的五种等价形式
.

对于 丫 u〔班
饥 , ,

(石2)
,

可得牙
。, ”(口) 二 L p

(刀)中的R (
u
)

,

今将 R (
u )〔L

刀

(甜)在L q
(口)

: 、 , ‘。 、、

中对规范正交完备系秘
, }展开

,

即

风
“

卜 乙 河护 , ,

其 中又
, = <R (u) 冲

,
>] = ;

一。 (3
.

9 )

根据L e vi 定理极限与积分号交换
,

计算可得

‘
(R( 动

一

l}补
洒 ,叼“ =

减{鑫柳
, ,
啪

二 1im J (R
,

(
u
)) (3

.

1 0)
陀 ~ , C冲

其中

R
。

(
u
) 二

E 又, 沪,

以
q
(口)写L ,

(。) (3
.

1 0)
尹

于是得到

定理 3 设R (刃
= 1im R

。

(
u
)在乙

p
(口)

, 、 , 、。 、二 , , / r , , , 。一 ,
内

,

n - , 0 0

则J (
u
)二 J (R (“)) = lim J (R

。

(
u
)) (V “〔不

‘ , p
(口)) (3

.

1 1)
月一‘l沉J

此定理说明
,

如果 J (R
。

(
“
)) 二 O存在极小值

,

则有 J (u) 二 o 存在极小值
.

因此我们可 以先对

J (R
,

(u ))讨论极小值问题
,

然后用极限达到J (u) 的极小值
.

这将给出残差 泛函极小值的构造

方法
.

下面我们从B a n a c h 空间理论得出残差泛函极小值 的存在性定理
.

从无穷维B a n a c h 空间X 上泛函J的极值理论有定理
:
当X 是自反B a n ac h空间

,

J , X ,

R
‘,

J本身午二且J是下半连续的
,

凸的
,

并满足强制性条件
,

则 J达到极小值
‘吕’,

所以
,

我们还需讨论残差泛函J (刃的下半连续性和J (动如何形成 凸性
.

这样就在S o b ol e v

空间中有J (u) 二 O的极小值存在性
.

2
.

J (u )的下半连续性

定理4 残差泛函J (u )是下半连续的
,

即

当
u 。

* “。
在研

, , ,
(。)内,

甲

l迪了(
“,

)> J (
u 。
) (3

.

1 2)
n . 申 0 0
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证明
J (

·
)一

{
g }R (

·
) }

·d “> 。 (v
·。附

二 , ·
(“))

考虑子空间

U
,

C U
。:

C ⋯C U 、C ⋯ c 牙
, , ”

(。)

设有元素
。 二 , u n l ,

⋯
, u n 。 ,

⋯。 u 。

(
n 。、 oo )

维数
n< 川< ⋯< 枷< ⋯

相应泛函有 J (
u 。

)) J (
u , 1

)》⋯ > J (
u ”k) > ⋯J (u

o

)

于是当u ,

、 u 。时
,

有lim J (
u ,

)》J (
u 。

)
昨叶汉】

即J (u) 具有下半连续性
.

(3
.

1 3 )

3
.

J (川的凸性条件

从残差泛函 J (u) 三 J (R (动)的定义 (2
.

7 )或 (2
.

5) 可知
,

由于偏微分算子 L是相当广泛

的
,

不能保证J (u) 的凸性
,

即不一定具有

,

俨俨卜
1 , , ,

乞LJ Lu ‘) + J Lu
Z )」

这就要对算子L或残差R (u)
= L (u) 一 f给出条件才使J (动是凸泛函

.

我们有上述定理

定理 5 设 }R (动 }是非减 凸函数则J (的是凸泛函
.

证明 已知 }R (u ) }是凸函数
,

即有

x一P
.

1
李
ee
�

口d
p

、、.声少

2U

1
*

C借
, ){

、凌
.R ‘一 , , +

告
‘“‘一, ’

由M i n k o w s k i不等式计算知

{)]
·

(嚼){
’ d·

}劳
、

{12凌
一

‘· (一 ) ‘· l
:
。

乞 l“

(

仁J;
,·‘一 , ‘

l
’

二
F

·

{i合
,* (

“2

) }
I

p d“

F
(1 < p ,

拭宁
一

)}公
一

祝
了 , , 、 、

号一 1
二 、 、

止
悦J Lu l , 少尸 + 2 悦J 弋u Z , 全夕 (3

.

14 )

而l< P
,

J (动》0且非减
,

所以由 {J( u) }p 是凸函数可知J (u) 是凸函数
〔“ , .

由上述定理5还可得到当偏微算子L是凸的
,

则J (刃是凸泛函这一性质
.

4
.

J (u)
二 O极小值沪存在性定理

由第二节J (u) 性质5及第三节定理4
,

5可知残差泛函J (u) 有如下性质

( I ) 空间牙
“ , ,

(日) 是自反的B a n a e h 空间
,

( l ) J ,
班

‘ , ,
(口) 、 R

‘

(3
.

1 5 )

。

~ , (
u
)
二

!
_ I尸 (

。
) !

, 、。> 。

J 占J
(3

.

1 6 )
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(l )

(那)

J‘动善 + ‘
耀

”,性吟 狄珊释纽
‘u) ’“ + OO

J是下半连续的
,

即

当 u ,

、 : ‘。

在牙
“ , ,

(口)内冷1im J (u
。

)> J (u
。

)

当残差函数 }R (u) ) !是非减的
,

凸的
,

则残差泛函J (u) 是凸泛函
.

(3
.

1 7 )

(3
.

18 )

(V )

由此五个性质
,

根据无穷维 B a n a c h 空间泛函极值理论知J (u) 极小值存在
.

即得到

定理 6 (J (u )极小值存在定理) 设残差函数 !R (u) {是非减凸的
,

则残差泛函 J (u) 在

S o b o le v 空间牙
, , ,

(口)中达到极小值
,

即了(u)
= o的极小值

。, 〔研
, , ’

(。)存在
.

其中

J :
不

仍 , ,

(口)

一
R

‘

一
J (

。
) 一

{
。 , R (·)‘

·d “> 。

定理 , 设偏微算子乙是凸的
,

则残差泛函‘(u)
二

{
‘“(u)I 叼雌

空间附
。 , ·

侧 中达到极

小值
,

即J (u)
二 。的极小值存在

.

证明 由L (f。
, + u :

) / 2 )《 [ L (
u l

) + L (
u :

)〕/ 2可知 !R (
u
) }是凸的

,

再从定理 6所满足之五

个性质 (3
.

1 5 )一 (3
.

1 9 )
,

便得证
.

[ 5 ]
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