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摘 要

本文建立了具轴对称变形
、

考虑横向剪切影响的浅球壳的非线性运动方程. 对周边弹性 支 承

开孔浅球壳的非线性静
、

动力响应及动力稳定问题进行了探讨
。

在解题方法上
,

对位移 函 数在空

间上采用正交配点法离散
.

在时间上采用平均加速度法 (N e w m ar k 一

刀法 )离散
.

变求解一组非线

性微分方程为求解一组线性代数方程
.

文中给出了不同情况下的若干数值结果
,

且与有关文 献的

结果作了比较
。

关健阅 浅球壳 非线性 动力响应 动力稳定 正交配点法

一
、

引 言

浅球壳作为复杂结构元件在宇航
、

火箭
、

潜艇
、

核反应堆
、

压力容器
、

土木建筑等工程

中得到日益广泛的应用
,

它的力学性能早 已引起力学工作者的关注
.

在其各类线性问题 已被

深入研究的基础上
,

它的几何非线性问题正被积极地探讨
.

文献〔幻应用变分原理近 似 地研

究 了简支条件下一般球壳的非线性振动
; 文献〔3〕应用L a g ra n g e 方程建立了周边夹持浅球

壳的模态方程
,

然后采用 N e w t o n 一R a p h s o n 法求得了非线性幅频 曲 线 ; 文 献 [ 4] 基 于

M ar g u er
r e 方程分析了周边夹持栈球壳的非线性动力响应

; 文献 〔5 〕根据 S a n d er 轴 对称

非线性弹性壳理论
,

应用有限差分方程求解了周边夹持浅球壳的静
、

动力稳 定 问 题 ,
文 献

[6 〕基于 D o n n el l型非线性运动方程
,

采用正交配点法求解了简单支承条件下浅球壳的非线

性 动力响应及动力失稳问题
; 同样地采用正交配点法

,

文献 〔7〕研究了周边夹持置于弹性地

基上的正交各向异性浅球壳的非线性动力响应及动力失稳问题
.

在此研究领域 内
,

最具代表

性及有影响的是 Y
.

N a七h 的工作
.

但是所有已做的工作中均没考虑横向剪切变形的影响
,

且涉及的仅是简单支承条件
.

本文采用R
.

D
.

M in d li n 在处理厚板 问题中的类似假设
,

且为简化计算认为中曲而上

的线素绕Z 轴的转角可忽略不计
,

应 用H a m ilt o n 原理建立了考虑横向剪切
、

周边弹性支承

浅球壳的非线性运动方程
;
求解了开孔浅球壳的静

、

动力响应 及动力失稳问题
; 横向剪切 变

.

杨桂通推荐
.
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二
、

基 本 方 程

首先考虑一般的球壳
,

壳上任一点的坐标 由中曲面 的地理坐标 (沪
,

0) 及沿中曲面外法

线方向的坐标 Z确定
.

功为纬度的补角
,

从旋转轴计量起
; 0为经度

,

从任一平行圆半径计量

起
。 设球壳的半径为 R

,

厚度为h
,

则Z 二 0指明半径为 R 的中曲面
,

Z = 士h/ 2 分别指明球壳

的外表面和内表面
。

1
.

位移
、

应变关系

在本文的分析中放弃经典薄壳理论的直法线假设
,

保留直线假设
,

且认为沿Z 方向的应

变‘
:

~ 0
,

而。3 3
与其它应力分量相比属高阶小量

,

可忽略不计
.

则球壳上任一点沿功
,

0
,

和

Z 方向的位移可表示为
:

u (功
,

0
,
Z

, t)= 。o
(价

,
0

,
Z

, t ) + 却
:
(协

,
0

, t)
。
(价

,
6

,

Z
, t )= 。“(功

,
6

,
Z

, t )+ 却
:
(功

,
6

, t )

。(功
,

0
, t)二功

o
(功

,

6
, t ) ) (2

.

1 )

上式 中t为时间变量
, 砂

,

沪
, 功 “

分别是球壳 中曲面上的点沿功
,

0
,

Z 方向的位移分量 , 价: 和

丸分别为球壳横截面在功
一Z 和 e一Z 面 内的转角

.

为简化计算
,

设中曲面上的线素绕Z 轴的转

角。
3

可忽略不计
,

因为它与中曲面上的线素绕协
,

0坐标轴的转角。
: 及 。2

相比
,

是十分微小

的 。
进一步地在。

:和。 2的表达式中取 1 十 Z / R 、 1
.

在本文所取正交曲线坐标系下
,

中曲面的

拉梅 (L a m 的 系数 A = R
,

B 二 R
·

就 n功
,

则球壳中曲面上各点 的应变分 量
。留,

(i
,

j二 1, 2 , 3 、

及曲率
、

扭率解 , (‘
,

j= 1 ,

2) 的改变量可表示为
.

1
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分舞

十瓜钻, 势
- e o t功
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「 1 口叨o 刀0
.

〕 1

t刃蔽五必 丽 一 R 一仇 」
,

叭’厄
「整

0

LR

,占,曰

公口

式中下标1
, 2 ,

3分别对应功
,

e和 Z方向
,

球壳上任一点的应变分量 价 ,
与
。 ?, 及 旬

, 的关系如

壳的经典理论“’所给出
.

2
.

内力和内力矩

球壳上应力的合力及合力矩可表示为
:
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由式 ( 2
.

4 )的逆变换
,

可将川
。及川 3表示为

:

1坟
,

lQQr.J
I
‘

、....�1 / G h o

( 2
.

7 )
/ 口h

一.IJ
,T
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1.、
l
沙

昌3
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君巴
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上式 中引入横向剪切影响因子T
二 ,

T
,

~ 。
,

里分别表示不考虑或考虑横向剪切的影 响
.

3
.

运动微分方程

根据本文的假设
,

由 H a m il to n 原 理
,

忽略各面内惯性项和转动惯性项后
,

一般球 壳

在法向荷载 q作用下的运动微分方程为
:
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上式中 。一

{ Po d Z ,

而p 。

为壳体单位密度
.

三
、

开孔浅球壳的轴对称变形控制方程

仅在法向均布荷 载q作用下的周边弹性支承开孔浅球壳如图 1所示
.

图中 H
, 。 ,

b 分别为

壳高
,

基圆半径和开孔半径
; r
为新引入的平行圆径向坐标

,

对于浅球壳有如下 的 近 似 关
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系 : r 、 R 功
,

ai n 功、功
, c o s功、 1

.

又在轴对称变形的情况下
,

位移 。= 。,

且所有变量与坐

标a无关
,

则有
。: 2 = ez 3二势: 二。 :二 0

,

N : : 二M
: : 二Q

:
二 0 ,

于是 由式 (2
.

5) 可得出简化的浅球

壳轴对称运动方程
,

然后再将式 (2
.

2)
、

(2
.

3)和 (2
.

7 ) 代入
,

引入无量纲因子后
,

则得到较

精确的开孔浅球壳具轴对称变形时的无量纲运动微分方程
:
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对于本文所讨论的问题
,

设初始条件为
:

戈 平 ( , , o ) = 律 (,
, o ) == o

而边界条件为
:

尹= o :

N , (O ) ~ 0 ,

M 于(O ) == 0 ,

Q ;
(0 ) = 0

俨= l :

班 (z ) == o
,

N * ( z ) = 一 刃
‘U (」)

,
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.
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上式中
:
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这里K , 和K ‘
分别为弹性约束边界的转动弹性刚度和面 内弹性刚度

,
一

目当K 。二o
,

“ 及K ‘二

。
,

冈时分别对应于简支
、

夹持
、

可动和不可动边界
.

又 由式 ( 2
.

3 )
、

( 2
.

劝 求出 内力及内力

矩的表达式后
,

边界条件可写为如下的无是纲形式
:
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解 题 方 法

为了求解满足初始条件 ( 3
.

3 ) 和边 界条件 ( 3
.

5 ) 的非线性微分方 程 组 ( 3
.

1 )
,

本 文

中将位移函数研
,

U 和 沪
,

在空间和时域 内进行离散
.

在空间上采用正交配点法离散
,

选用

C h e b y c h e v 多项式的零点作为配置点
:
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对 于N 为配置点
,

位移函数可表示为
:
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二
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整个问题采用选代法求 解
.
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选代步J中
,

所求问题中的所有非线性项被线性化
,

写为如下形式
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b
。

和c :
被确定

.
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代过程持续到每相邻两次计算所得结果的误差小于0
.

1肠
,

在第J步取得系数a . ,

b
,

和仇的收

敛解后
,

该选代步终止而进行第J十 1步的计算
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五
、

计算结果与讨论

本文对开孔浅球壳的静
、

动力响应及动力稳定问题列 举了若干算例
.

在静态问题中只须

将方程 (4
.

8 )巾含八
: 及时间导数的项去掉

; 当几一。时
,

开孔浅球壳问题退化为圆板问题
.

计

算结果表明采用N 二 1。个配点 已能获得 足够的精度
.

在所有给出的计算结果中
,

用评和班
。

分

别表示无量纲平均挠度和孔边的挠度
.

图2和图3为考虑横向剪切效应时
,

在跨径比 (
a
/ R 一 0

.

0 3 7 5 ) 和开孔比 (b /a = 0
.

2 )为定

值
,

而厚跨比 :
变化时

,

周 边简支及固支开孔浅球壳的静态响应曲线
.

由图可知
,

横 向 剪切

变形对薄球壳 几乎不产生影响
,

而随着壳厚 的增加与边界弹性转动刚度的增加
,

横向剪切变

-

一兀
= O

父= 0
‘

4 0
.

0 5 0
,

4 9
·

0 15 几0 1

图 2 简支开孔浅球壳的静态晌应曲线

形对响应曲线的影响愈显著
; 当几值较小 时 浅

球壳近似为圆板
,

当义~ 1( 简支)和义二 2 (固支)

时
,

开孔浅球壳已发生跳跃失稳现 象
.

图 4显示

了当跨径 比 (
a
/ R 二 0

.

0 3 1 6 ) 和厚跨比 (h/ a =

0
.

0 1 4 2 5 )一定
,

考虑横向剪切效应时不同开孔

比对简支开孔浅球壳的静态响应曲线的影响
.

显然地开孔愈大的球壳愈易发生失稳现象
,

但

其失稳后的刚度 较大
.

图 5为 阶跃型冲击荷载作

用下
,

固支开孔浅球壳的动态响应曲线
.

当跨

径比 (a / R = 0
.

0 2 2 ) 和开孔比 (b / a = 0
.

1 )为定

值时
,

随着浅球壳厚度的增加和横向剪切效应

的影响
,

孔边各点的振动幅值显著减小而振动

图 3 固支开孔浅球壳的静态晌应曲线

图 4 不同开孔比时简支开孔浅球宪的

静态晌应曲线

频率增加
.

图 6为阶跃型冲击荷载作用下
,

当跨 径比 (
a / R 二0

.

0 3 16) 和厚跨比 (h /a = 0
.

0 1 4 2 5 )

一定
、

考虑横向剪切效应时
,

不同开孔比对简支开孔浅球壳的动态响应 曲线的 影 响
.

由图 6

可知
,

开孔比的变化使球壳孔边各点的振动幅值变化不大但振动频率发生显著变化
,

一般地
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户|八
爪
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御
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图5 不同壳厚时固支开孔浅球壳的动态晌应曲线

图 6 不同开孔比对简支开孔浅球壳的动态响应曲线

开孔使球壳的刚度变小
,

振动频率降低
.

图 7 显示了不 同类型冲击荷载作用下的开孔浅球壳

(
a
/ R = 0

.

0 2 2 , 。= 。
.

o l, b / a = 0
.

1) 的动态响应曲线
.

图 7表明即使 冲击作用时间相同
,

不

同类型的冲击荷载将较大地影响孔边各点的振动幅值与频率
; 而在相同类型 的冲击荷载作用

下 (如图中
a ,

b)
,

冲量的大小也显著影响振动幅值
.

在计算开孔浅球壳的动力失稳问题 中
,

为便于与其它文献 比较
,

引入护二互〔3 (1 一 , 2

) ] 专

·

(1 一 b / a )
‘

/ (2几勺
.

计算中时间步长取为 八: = 0
.

0 0 2
,

逐步增加护值
,

直至某一时刻对平均

挠度评二 叨 /ll 的计算收敛失效
,

即认为发生了动力失稳
.

此 时刻振动幅值急速 增至相当大的

数值 (相对于失稳前)
,

其对应的护值即为开孔浅球壳的临界动力屈曲荷载君
r .

图 8
,

9
,

10 , 1 1

显示了在阶跃型冲击荷载作用下
,

当跨径比 (
a
/ R = 1

.

6 7 )和开孔比 (b ,/a 二 0
.

4 )为定值时固支

开孔浅球壳的动力失稳情况
.

由图 可知
,

参数又愈小则愈易发生动力失稳
; 而横向剪切变 形

将降低开孔浅球壳的临界动力屈曲荷载
.

表 1为几= 1 0 ,

b /a = 0
.

4时本文所得临界动力屈曲荷

载与有关文献 [8 〕
、

〔g〕的比较
。
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图了 不同冲击荷旅作用下固支开孔浅球充的动态晌应曲线
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