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摘 要

本文从共扼梯度法的公式推导出对称正定阵
J

咬与三对角阵B 的相似关系
,

B 的元素由共扼梯度

法的迭代参数确定
.

因此
,

对称正定阵的条件数计算可以化成三对角阵条件数的计算
,

并且可 以

在共辘梯度法的计算中顺带完成
.

它只需增加 O (
:

)次的计算量
,

。 为迭代次数
.

这与共扼梯度法

的计算量相比是可以忽略的
.

当且为非对称正定阵时
,

只要且非奇异
,

即可 用 共 扼梯 度 法 计 算

月 了月的特征极值和条件数
,

从而得出月的条件数
.

对不同算例的计算表明
,

这是一种 快速有效的

简便方法
.

关健词 对称正定矩阵 共扼梯度法 特征值 条件数

一
、

月U 舀

对称正定矩阵条件数 c o n d (A )的计算 怜 。n d (左) ~ M (A ) / m (姓)) 或最大特征 值 M (月 )

和 最小特征值。 (A ) (本文简称特征极值) 的计算
,

是数值分析中的一个 重 要问题
.

有两种

传统 方法可以计算特征极值
,

一种是使用标准的特征值计算程 序
,

算出全 部特征值
,

从而得

到特征极值
.

另一种是用乘幂法分别计算A 侧 A
一 ‘

的最大特征值
,

这两种方法的主 要 缺点是

要 占用大量 内存来存储A 的所有元 素
,

并需花费大量机时
,

在大量使用的中小型计算机上
,

这类 方法最多只能计算数百阶矩阵的特征极值
.

以M icr o 一V A X 为例
,

计算N = 4 00 阶矩阵

的特征值要占用几乎全部内存
, _

{
_

l需计算数小时
.

这显然是不方便的
.

在大量的科学与工程 计算问题中
,

常常要求解月为对称正定阵的代效方程组 A x 二 b
.

预

处理 共辘梯度法 (p r e e o n d itio n e d e o n ju g a七e g r a d ie n 七
,

简称为P C G ) 是近 1 0 余年来

常用的方法之一〔‘’.

其迭代矩阵为A M
一 ‘ ,

其 中M 为预处理阵
〔“’.

当预处理阵为单位阵时
,

其

迭代矩阵A M
一 ‘

= A
,

P C G 退化为共扼梯度法
.

本文从P C G 的计算公式推导出月M
一 ‘

与另一

个三对角阵B 之间的相 似关系
,

从而使计算大为简化
.

当P C G 迭代达到给定精度时
,

对B 的

低阶子阵作特征值计算
,

即可得到A M
一 ‘

的条件数和特征极值的近似值 (相对误 差小于 1 0 一 落

)
.

大量计算表明
,

迭代次数在 8、巧次左 台即可得到四 位有效数字的结果
.

本文应用 这 一方法

对二维 P oi o
so n 方程差分阵

、

高阶IC C G 万:1I M IC C G 的迭代矩阵以及块 P C G 的迭代矩阵
,

都得了令夕
、
满意的结果

.

.

泰元勋推荐
.

国家自然科学基金资助的课题
.
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二
、

计 算 公 式

设A为N x N 实对称正定阵
.

文仁2 〕给出了求解代数方程组A x = b的P C G 算法
,

当丸不{ ;

P
_ ,

任意给定且r 。
“b 一月二

。

时
,

其计算公式为
:

o k = 0

(2
.

1 )

(2
.

2 )

(
二。 , r ,

) / (
: , _ : , ; 。 _ :

) 左今 。

‘

,
了、

、
了、.声
‘
、

,
/

no通任氏J户0
.

⋯
n乙,“,目勺乙

产

t
、
‘

‘龟矛Z‘、了.、

一一了.之卫气介=M如

声P
。
二 2 * + b k P k _ ,

{卿二卜少
/

卜
“川

且汤无 + l
一 内 七 门

~

u 合 干 主尸 沁

{篙丫广
“

只要M为正定阵且 x 。
不是A , 二 b的精确解

,

则易知有b
。

> 。(左斗 。)和
a , > o (寿> 0 )

.

(2
.

6) 分别可得

P , 一 , = (P
, 一M

一 ’r *
) / b 。

月户, 二 (
, , 一 r , + ,

)/
a 。十 ,

引用 (2
.

7)和 (2
.

5 )
,

由 (2
.

6 )可得
r 。= r 。一 , 一 a 。月夕

。 一 , = r 、一 ; 一 a 。A (P
。一M

一 ‘r 。
) / b

。

由 (2
.

3 )和

(2
.

7 )

(2
.

8 )

= r “一 ‘ 一 石「
r 无一 犷奋 + r

口无 + z

一 A M
一 ’; 。

)
从而得到如下的三项递推关系

:

, , 才 一 ,

b
。

,

i b。
了生Zyl

一

r 无= 一—
-

一
r 无_ l 十 吃

—
一

a 舌 \ “含

1
十

-

一
Q 今+ z

、 1
, , _ _ _

)
r k
一瓜二

犷k + ‘
(斥” ”

,
土 , “

, .

” , ‘v 一 l ) 戈么
·

”)

在无舍入误差的情形下
,

P C G 在第N 次迭代得到精确解
.

记余向量为
: * = (r

, , ,

八 : ,

⋯
,

, 。 )
, ,

其中寿= 0 , 1 ,

⋯
,

N
,

则有
r N = 0

.

令R 为以
, 。作第寿+ 」

.

列的N 阶矩阵
,

由 (2
.

9) 可知

(A M
一 ‘

)R == R B (2
.

1 0 )

、1

⋯
.bl

一

al
一

1一al

1}
.

口

口�口

一
2

,山a1

口 !
虹

十

口 l

(2
.

1 1 )

b刀 _ ,

召万 _ l

一六j.

,la

十
‘一几

一万
1

工Q

十
1

e N _ 戈

·

b万
_ 1

口N _ l

}

!
从而A万

一‘

与三对 角阵B相似
,

它们有相 同的特征值
.

在在实际计算中
,

迭代次数
: 《刃时

,

PC G 计算即可得到令人满意的近似解
.

此 时得到B 的 :
阶子阵B

, ,

其形式可由 (2
.

1 1) 将N 改

为
: 而得

.

设 }}r
。

}}很小
,

可以近似认为
。:

= O,

于是下式近似成立
:
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(A M
一 ‘

)R
。

= R
s

B
s

(2
.

3
.

2 )

其中R
S

是 由
犷。 , : , ,

⋯
,

ra
一 :

为列向量的N x : 矩阵
.

当 }: :

}足够小时
,

可以 用 B
:

的特征极值和

条件数分别作为A M
一 ‘

的特征极值和条件数的近似值
.

在大量计算问题中
,

11: 。

}随: 增大而迅

速减小
.

因而在
: 《N 时叩 龙得到相当情确的结果

.

B
,

的特征极值计算远比A M
一 ‘

的简单
.

它

可以 作为副产品在P C G 计算中
“

捎带
”

完成
.

而仅仅增加O (:
)的计算量和存储量

.

这与P C G

的计算量和存储量相比是微不足道的
.

P CG 的计算可以采用稀疏矩阵存储 的方式
.

在中小

型 计算机上可以完成N = 1 6 3 8 4阶矩阵问题的计算
.

这种方法的另一个优点是
,

它不需要明显地算出M
一 ’

和刀对
一 ’,

因而也可 以 应用于迭代

矩阵未显式给出的块 P C G 计算以及类似的计算问题
.

应该指出
,

文〔3〕曾在」98 6年给出了与 (2
.

1 2) 类似的公式和部分计算结果
,

但 其 计算公

式和计算结果均有错误
、

三
、

数 值 结 果

本文采用上述方法对三种问题的的特征极值和条件数进行了近似计算
,

所有结果都是在

M ic ro 一V A X 机上用双精度F O R T R A N 程序得到的
,

其中三对角阵的特征值 计算程 序 引

自〔4〕
.

例 1 正规 5 点格式的差分阵
.

设矩阵A为下述问题的正规 5点差分阵
,

u : :

一 u , , 二 f (二
, , ) 、 , 夕〔(o , 1 )

= 0 二二 0 , 1或夕二 () , 1

其 中f (, ,

妇 由精确解 , (1 一劝川 1 一功扩
“

决定
.

若人二 j,/ (n 十劝
,

则A为块三对角形式
,

A = 七r id ia g (A ‘, 、一 , ,

A “ ,

月嗯, 、、 、

) (i= 〕 , 2 ,

⋯
, n

)

其中
A ‘.

二 t r id ia g (一 1
,

a
,

一 里) (i = 1
,

2
,

⋯
, 。)

A ‘, ‘十 ;
== A ‘十 1 , ‘

二 一 I (i== j
,

2
,

⋯
, ”一 1 )

矩阵A 的特征值为
.

1
_

1
『

,

l _ _ _ _ _ : 、 j 、 。
_

, 。
二 动

场 = 4气卜万
“。 s

那
“ 一 百‘” “

护
“

) 留
, ‘一

‘ , 。 ,
’

一 ,

,./

从而有
.
了
叮、
、

月
矛.恤、

几m 。二

(A ) =

几m , 。

(A ) =

(]
一

十

(l一

C O S
二 / (

n

C O S / (n

+
一

l)) )

+ 2 )) )

(3
.

1 )

(3
.

2 )

用本文方法所得的计算结果以及由 (3

数为 }。
:

一 。, 一 ; }/ Ca < Z X 2
.

0 一 ”

时的泞值
,

.

1) 和 (3
.

2) 算出的理论值在表 1 中给出
.

其中的迭代次
c :

为第
:
次迭代所得的条件数近似值 (相对误差在1 0 一 ‘

到1。一内)
.

由表 1 可知
,

只需作数十次P C G 迭代 (取M 二 I) 即
一

可得到 4 至 6 位 有 效数字

的近似值
.

2 5 0 0阶矩阵的P C G 计算在M ic r 。一 V A X 机上约需半分钟
.

例 2 工C C G 与M IC C G 的 迭代矩阵
.

文仁1 〕给出了 IC C G 算法
,

文仁5 3 在 A 为 M 阵的条件下将 IC C G 算法推广并改进 为

M IC C G 算法
.

而文仁6〕则应用矩阵元 素分阶的概念进一步将这两种力法系 统 化
,

提出了高

阶IC C G 算法和高阶M IC C G 算法
.

表 2 给出了 。阶至 6 阶的ICC G 和 M IC C G 的特征极值
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例 1的计算值与理论值的比较

N

⋯

1 0 只 10 2 0 X 2 0 3 0 X 3 Q 4 0 X 4 0 5 0 X 5 O

计算值
久m a x (A )

又m * 。(月 )
e o n d (A )

2 3

7
.

8 3 7 8 8

0
.

1 6 2 0 2 8

4 8
.

3 7 3 6

4 l

7
.

9 5 5 17

0
.

0 4 46 7 e 7

1 7 8
.

0 6 1

5 4

7
.

9 78 9 2

0
.

0 2 0 5 2 2 7

38 8
.

’

了8 5

6 7

了
.

9 8 7 5 9

0
.

0 1 1 7 3 6 8

6 80
.

5 5 9

7 7

7
.

9 9 1 4 2

0
.

0 07 5 8 6 7 2

10 5 3
.

3 4

理论值

几二
。x

(
“
哎)

几。i 。

(A )
e o n d (A )

7
.

8 3 79 7

0
.

1 6 2 0 2 8

4 8
.

3 7 42

7
.

95 5 32

()
.

0 4 4 6 76 7

1 7 8
.

06 4

7
.

9 79 4 8

0
.

0 2 0 5 22 7

3 8 8
.

8 12

7
.

9 8 82 6

0 0 1 1 73 6 8

6 8 0
.

6 1 了

.

99 2 4 1

.

0 0 75 8 6 6 8

1 0 5 3
.

4 8

告 : 为迭代次数
, “。 ”d (A )为且的条件数

.

阶 P

IC C G 和MIC C G迭代矩阵的特征极位和条件教

4

S

久二
a 二

(义M
一,

)

义. *。

(月M
一‘

)
eo o d (A M

一 i

)

49 35 2 9 2 2 1 7

1
.

2 0 4 1
.

1 7 1 1
.

1 3 1 1
.

12 2 1
,

13 2

0
.

0 0 8 1 78 0
.

0 2 12 2 0
.

0 3 13 5 0
.

0 5 6 3 6 0
.

09 5 4 9

1 47
.

2 5 5
.

2 1 3 6
.

0 7 19
.

9 1 1 1
.

8 6

l4

1
.

1 1 2

0
.

1 3 2 6

8
_

3 8 3

1 3

1
.

0 8 3

0
.

16 2 8

召
_

65 0

S

义二
a l

(月M
一
l)

几. :。

(A M
一i

)
c o n d (A M

一 ,
)

2 9

1 9
.

58

1
.

0 00

生9
.

5 8

2 3

10
.

6 1

1
.

0 0 1

10
.

5 9

2 0

7
.

7 7 8

1
.

0 0 2

7
.

7 6 3

1 7

5
.

5 9 0

1
.

0 0 2

5
.

5 7 8

14

4
.

3 0 7

1
.

0 03

峨 2 9 4

1 3

3
.

5 0 0

1
.

0 0 3

3
.

49 1

12

2
.

9 6 5

1
.

0 02

2
.

9 58

厂l|l

, s为迭代次数
, c 。二d( A M

一‘

)为A M
一 ,

条件数
.

和 条件数的计算结果
.

所解的问题与例 1 相同
,

但 P C G 迭代收敛标 准为

jjr
。

{J
Z

/ iir
。

}!
:

< 1 0
一 6

初值为零向量
, “。二 o ,

h = 1 / 6 4
,

N 二 3 9 6 9
.

在M IC C G 计算中取a 一 o和刀二 」
,

这时M 工C C G

为考虑行和一致的IC C G
.

上述结果表明
,

当阶p 增高时ICC G 和M IC C G 的迭代矩阵条件数 c o n d (A M
一 工

)单调下

降
.

除 。阶IC CG 外
,

衰减率在。
.

53 至 0
.

8 4 之间
.

值得注意的是
,

各阶M ICC G 的最小特征

值只
m , 。

(A M
一 ‘

)都十分接近于 1 ,

从而使条件数和迭代次数与IC C G 相比有较大的减少
.

例 3 高阶块 P C G 的迭代矩阵
.

对高阶块P C G 迭代矩阵的计算结果列于表 3
.

计算条件与例 2 相同
, u 。

= 。
,

但 迭 代 收

敛标准为

l
r .

肠:
/ l!r 。

!!
:

< I G 一 8

取 h二 1 / 6 5
,

N = 4 0 9 6
.

p 阶块P C G 算法中的求逆计算采用P 阶近似逆矩阵的算法和公式
,

详见文〔7』
.

块P C G 算法并未明显给出迭代矩阵A M
一 ’ .

对其特征极值和条件数的直接计算

表3 块PC G 迭代矩阵A M
一 1

条件教和特征极位的计算结果

咖 }

S

只二
a 二

(月刀
一 ‘

)

几。i 。(月M
一 ,

)
e o n d (月M

一‘)

1 2 5 4 4

3
.

5 4 7 2
.

0 0 0

0
.

0 0 4 1 3 9 0
.

0 2 1 4 9

8 5 6
.

8 9 3
.

10

26 1 51 9 1 弓 1 2 1 0 g q 只

1 62 4

0 05 45 1

2 9
.

8 0

1
.

4 6 0

0
.

0 9 9 8 4

14
.

6 3

1
.

3 6 1

0
.

1 5 1 t

9 0 0 了

1
.

2 8 4

0
.

2 0 2 2

6
.

3 5 3

1
.

2 2 0

0
.

2 4 9 2

4
.

89 6

1
.

17 5

0
.

2 8 9 4

4
.

C 5 9

l
,

1 3 9

0 3 2 2 4

3
.

5 3 2

1
.

1 0 4

0
.

3 47 0

3 17 2

. 5为迭代次数
. C 。”d( A M

一‘

)为A M
一‘

条件数
.
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难以进行
.

但本文的方法可以很方便地应用
.

由表 3 可知
,

P二

数均 明显大于同阶的IC C G 和M IC C G
,

因而迭代次数也 较多
.

1 ,

2
,

⋯
, 5 阶的块 P C G 条件

但三者每次迭代的计算量大

体相同
.

这表明
,

当P二 1, 2 ,

⋯
,

5时
,

P阶块P C G 的计算效率低于川汾ICC G 和 p 阶 M IC C G
.

四
、

结 论

若矩阵A非奇异但非对称正定
,

则可以用关于非对称阵的C G 法
,

即对 A
,

A 作 C G 法求

解代数方程组月
尹A , == A结

.

得出姓
, A 的特征极值和条件数

,

从而得到 A 的条件数
.

因此
,

上述方法可以用来计算任意非奇异阵的条件数
.

大量计算结果表明
,

当C G 法或 P C G 法迭

代终止标准取}r ,

1}:
/ 0

: 。}}
:

< 1 0 “ 。

时
,

作为副产 品的条件数 近似值即可 达 到 4 至 6 位 有 效数

字
.

因此
,

这是一种相当简便而实用的算法
.

【1 ]

[ 2 」

[ 3 ]

[ 4 ]

【5 」
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