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摘 要

研究在经常作用干扰下的稳定性是研究李雅普诺夫意义下稳定性的深 入 和发展
,

并且更有实

际意义
,

因为干扰往往并不是一次的
.

关于经常作用干扰下的稳定性
,

马尔金 (H
.

r
.

M a 二二。助

提出了一个一般定理
;

但实用它必须找出满足一定条件的李雅普诺夫函数
.

这对于 非 线性非定常

系统是很困难的
.

本文根据李稚普诺夫间接法的原理
,

将之推广应用到判别非线性非定常系统在经 常 作用干扰

下的稳定性
,

证明了一个重要结论
.

关扭词 非定常系统 经常干扰 一致渐近稳定 状态转移矩阵

了解运动稳定性理论的人们都知道
,

判定非线性系统稳定性的方法有所谓李雅普诺夫 第

一方法和李雅普诺夫第二方法
.

前者 也称 间接法
.

间接法的原理是
,

将非线性系统线性化成

为线性近似系统
,

通过判定线性近似系统的稳定性来判别原非线性系统的稳定性
.

间接法是作为判定非线性系统在李雅普诺夫 意义下稳定性的常用而有效的方法
.

它 对于

判别非线性系统在经常作用干扰下的稳定性是否适用呢 ? 为解决这一课题
,

本文给出并证明

下述定理
.

定理 1 考虑非线性非定常系统

交(t) = f(t
,

x (t))

假设f(t
,

x )连续可微
,

且f(t
,

0 ) = 0

置

( l )

。(, )一l
一

旦至诀业」
: 一。

( 2 )

即
,

A (t)表示 f(t
,

x )的Ja e o b i矩 阵在x = o之值
.

h(t
,
x )= f(t

,
x )一 A (t )x

李骊推荐
.
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t仑 0

x ) }}}{h (t
,

x

11x l}
( 3 )

A (t)有界
.

在上述条件下
,

如果线性系统

夕(t)一A (t)y(l) ( 4 )

的平衡点0 在〔。
,

Qo )上一致渐近稳定
,

则系统(l) 的平衡 点O在经帘作用十扰下稳定
.

证明 H
.

r
.

M a 二 K 只H 曾给出下述定理
:

如果对于干扰运动的微分方程

d %
,

砰 = 人
8
气不

, x , , 劣 , ,
’ ‘

” x ‘ ) LS = 1
,
艺

, ’ ‘

” ” )

存在正定函数犷(t
,

, ; ,
二 : ,

⋯
,

x 。

)
,

其 由这些方程构成的对时间的全导数亡(t
,
二 : ,

二2 ,

⋯
,

x ,

)

是负定函数
,

并且在区域 t) o
,

}劣
。

}( H 中偏导数a犷 /a 劣 ,

有界
,

则未干扰运动在经常作用下

扰下是稳定的
.

由此可知
,

要证明我们给出的定理
,

只需选取一个满足 H
.

r
.

M a 二K , H
定理条件的正

定函数犷(l
,

x )
.

由于系统(4 )的平衡点O在〔o
,

co )上一致渐近稳定
,

选取Q ~ l连续有界
,

则由有关引理
【”

推得矩阵

p (,
卜I厂

, ·
(一 ‘)Q(

·
), (一‘)‘一{厂

, ·
(一‘, , (一 ‘, “

·

对一 切才) O是完全确 定的正定函数
,

且对某正数a 和刀
,

满足不等式

a x r x簇 x 了P (t)
x ( 刀

x 甲 x
( V x 〔R

, ,

丫 t势。)

其 中 巾(
: ,

O是与A (
:

)有关的状态转移矩阵
.

因此
,

函数

犷(t
,

x )= x , P(t)x

是渐减正定函数
.

求函数犷(t
,

x )关于系统 (l) 的全导数
,

得

夕(t
, x

)~ x ’
户(r)

x + f
’

(t
,

x )p (t)x + x ’P (t)f(r
,

x )

= : r [户(r )+ A ,
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其 中〔巾 r
(

: ,

t)〕
‘

= [巾
‘

(
: ,

t)〕
,

根据公式

〔B
一 ‘

(t)〕
‘

~ 一 B
一 ‘

(t)B
,

(t)B
一 ‘

(t)

则

巾
‘

(
: ,

t) = 仁巾
一‘

(*
, :

)〕
/

= 一巾
一 ’

(t
, :

)巾
‘

(才
, r

)巾
一 ‘

(r
, :

)

- 一 中(
: ,

t)A (t)中口
, :

)巾
一 ’

(t
, r

) ~ 一中(
: ,

t)A (t)

〔中 ,
(

: ,

t)〕
,
= 〔巾

产

(
r ,

了)」
, = 〔一巾(

二 ,

t)A (l)〕
,

= 一 A
,

(f)巾
,
(
二 ,

t )

所以

户(,
卜

一

{了
A ·

(‘冲
·

(一 ‘), (一 ‘)d一{犷
, ·

(一 ‘, , (一 ‘, A (‘, d一 ,

= 一 A ,
(t)P(t )一P(t)A (t)一 I

将(7 )代入 (6 )
,

得

亡(t
, x

) = 一 x , x + Zx p (t) h(t
,

x )

由条件(3 )
,

适 当选取正数
r
> o

,

使有

( 7 )

X
1刀

QU
lh(t

, x
)l}(

卯1由式(5 )和 (8 )
,

得

(对具有 {}xIl < 。
的所有x

,

V t> 0) ( 8 )

】Z x , P(t) h(t
,

x )}=
Z x ·P(, ): 少决且

一

簇 }Z x , P (t)x {
h (t

, x
)

《 2刀‘
’‘

一

泰
一三

x r : (当“: “< r
,

v , ) 。)
Q

所以

“(,
,

: ) 、一;
: · : (当 ,,、 ,,<

r ,

v ‘》 0 ,

由上述可知
,

对于系统 (l) 存在正定函数F (t
,

x)
,

其关于系统(l) 的全导数 夕(t ,

x) 是负

定函数
.

此外
,

由于矩阵Q二l连续有界
,

系统 (灼的平衡点 O 在〔O
,

oo )上一致渐近稳定
,

则矩阵

p (O是 t的有界 函数
t”

.

因此
,

二次型 x , P (t) x 对 x .

(
; = 1

,

2
,

⋯
,

的的偏导数a犷/ a劣
.

必在区域

! x .

}簇H (H 簇
r , t) 0) 中有界

.

所以所选取的李雅普诺夫函数 犷(t
,

x) 满足马尔金定理所需的条件
,

则非线性非定常系

统(l) 的平衡点O在经常作用干扰下稳定
.

根据上述定理及线性系统 (4 )一致渐近稳定的充要条件
‘“’,

定理2 考虑非线性非定常系统

宜(t)二 f(t
,

x (t))

假设 f(t
,

x )连续可微
,

且 f(t
,

0 ) ~ 0

置

定理 1可改作如下的表述
.

( 1 )
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A

h (t
,

x ) = f(t
,

x )一 A (r)x

黯
。

溉”

嫌护
一

{一。

A (t)有界
.

在上述条件下
,

如果线性系统

夕(t) = A (t)y(t)

满足条件
:

s“p s “p }I巾(t
,

t。)U‘垒二
。

( oo
t。) o t兰才。

}}中(t
,

t。)}}‘、 O (当 t、OO 时
,

对 t。一致 )

或存在正常数附和几
,

使得

}{巾(t
,

t。)}!‘簇。 e x p 〔一久(‘一 t。) 〕 (V t》l。,

则系统(l) 的平衡点O在李雅普诺夫意义下一致渐近稳定
,

其中 巾(t
,

t。)是与 A (t) 有关的状态转移矩阵
,

且是方程

V t。) (1 1 )

且在经常作用干扰下稳定
.

d ‘
,

二
、 . , 、

‘
, . 、

J 子

甲 Lr , to ) 一 只 L了)甲Lr , 不。)
以 ‘

中(t。
,

t。)二 I

的唯一解
.

应用定理 2 需要计算状态转移矩阵
.

求状态转移把阵
,

就是求解下面的矩阵微分方程的

初值问题
:

d ~
,

二
、 . , . 、

‘
,

.

了
二

中(t
,

t。)= A(才)中(t
,

才。)
d t 一 、

. ’ . “ /

中(t。
,

才。) = I

下面我们简要地例举几种计算方法
.

}
(12 )

一般方法
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,

t. ) 二 0 ( i铸 j)

那么
,

初值问题 ( 12 )就是解下列线性方程组
:
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其初始条件为

切: ;
(t。

,

i。) =
·

一
甲。。

(t。
,

t。) = i
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,
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一般地说
,

要获得方程(1 3 )的解析解是比较困难的
.

可 由数字电子计算机计算求出其近

似解
。

2
.

用数值方法计算。 (t
,

t。) 为此可将之展开成级数形式
〔3 ’:

, (‘
,

,
。
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{:
。
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·
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3
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如果 (t一 t。)较小
,

巾(t
,

t。)可以用近似计算方法获得 为此
,

将中(t
,

t。)在 t。

(1 5 )

处展开

为矩阵形式的T a y lor 级数
:
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,
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,
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,
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d
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,
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,
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,

t。){
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,
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一

二
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4
.

特殊 i青况
,

如果A是常数矩阵
,

(1 7 )式成 为

中(t) = I+ A t + 冬
艺 !
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A
七

. ‘

扩 十
‘

” 十 渐 护 十
’ ‘ ’
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3
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A
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这时
,
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d 巾(t)
d t
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在初始条件

脚!呵‘子

]人0rlse
..兔
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伽

下的解
.

从我们 给出的定理 2条件知道
,

应用定理 时
,

只需算出转移矩阵的导出范数 }巾(t
,

t。)卜

的上 限即可
.

因此
,

有时可不必求出巾(t
,

t。)
,

可以 用矩阵测度估值定理 确 定 }1巾(t
,

t。)}}‘的

上限
.

5
.

矩阵测度估值定理“ ’ 它乏非定常线性系统(.1) 的转移矩阵为巾(t
,

t。)
,

则有不等式

二p

{{:
。 一 ; ‘

卜 ‘(
·

)“
·

}、 l, (‘
,

‘。)‘,
。
( 二 p

{{:
。 。。〔A (

·
,“

·

}
其中 拼[ A (

r
)〕为矩阵 A (约的测度

,

并有以 下公式

“‘一“’一 m’a
·

{一
+

三
,一 , }

“‘!
(“’一 m,a

·

{一
+

三
,一 , }

(1 9 )

(2 0 )

“‘:
(A ) = 几m 。 x

[ (A + A带 )〕/ 2

其中 A补足 A的共辆转置矩阵
,

即A关 一(A广
,

当A为实阵时
,

则A 关一 A T ; 之m a x

〔(A + A 关
)〕是

(A + A关
)的最大特征值

.

我们可以应用不等式 (1 9 )的右半部来估计 }巾(t
,

t。)l
。
的值

.

推论 (特例 ) 考虑非线性定常系统

* (r) ~ f(x (t ))

假设 f(x )连续可微
, _

巨f(0 ) = 0
,

置

(2 1 )

A 一

l翔
: 一。

如果 A的所有特征根都有负实部
,

则系统(2 1) 的平衡点O

且在经常作用干扰下稳定
.

(2 2 )

在李雅普诺夫意义渐下近稳定
,

并

事实上
,

由于A的所有特征根都有负实部
,

则系统 (2 1) 的线性近似系统

父(t )= A x (t)

必渐近稳定
; 根据定理

,

系统 (2 1 )的平衡点0 在经常作用干扰下稳定
.

下面我们应用定理 2 对一类力学系统研究其在经常作用干扰下的稳定性
.

例如
,

一个受有势力
、

陀螺力和阻尼 (包括约束 阻尼 ) 作用的完整
、

理想
、

非保 守力学

系统
,

可由L ag
r a n

ge 方程描述
:

d a T a T

d t a空, 口口,

口U a R 。

一 云 二一
一百

二一 十 l , L] = 1
,
艺

, . ‘ ’ , n )
o q 了 。 g J

其中 a ; , 口: ,

⋯
, q 。

为广义坐标
,

可记为列矩q = [ g : , g : ,
⋯

, g 。

〕, ,

T 为系统的动能

(2 3 )

U 为

力函数
,

如为广义速度
,

R 二向
, O向/ 2 十 向

, F q为阻尼函数
,

O为正定或半正定阻尼矩阵
,

F =

一 「,
为反对称约束阻尼矩阵

,
厂 ,为陀螺力

,
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这类方程可以通过一个非奇异线性变换转换成矩阵微分方程
t ‘’:

M父+ (B + G )火+ (K + F)x + f(x )= 0 (2 4 )

其中 x为
n维状态向量

,

M为对称正定矩阵
,

B为对称正定或半正定 阻尼矩阵
,

G ~ 一 G ,
为

反对称陀螺矩阵
,

F = 一 F ,
为反对称约束阻尼矩阵

,

K一 K ,
为正定矩阵

,

f(x ) 为不低于二阶

的全纯向量函数
.

如果取方程(24 )的零解 x二 0 为未扰运动
,

则在其邻域
,

方程 (2 4 )的一次近似微分方程

为

M父+ (B + G )火+ (K + F )x ~ 0 (2 5 )

显然
,

零解也是式(2 5 )的未扰运动
.

则式 (2 4 )和 (2 5 )即为对应的扰动运动微分方程
.

如果方

程的某些系数显含时间t
,

则系统(2 4 )和 (2 5 )均为非定常系统
,

(2 4 )是非线性 系 统
,

(2 5 )是

(2 4 )的近似线性系统
.

我们应用定理 2研究系统 (24 )在经常作用干扰下的稳定性
,

为此
,

我 们 需要将(2 5 )化成

一阶矩阵微分方程
,

这只需简单地变换即可
.

设y: , x
,

y
:

一* ~ 夕: ,

均为
n
维向量

,

则式(2 5 )变换为

y l = y
:

夕
:

= 一 M
一 ‘

(K + F )y , 一M
一 ‘

(B + G )y :

或

「 y l , 「 yz 〕

} }二A (t )} 1
一 y Z 一 一 yZ 一

(2 6 )

其 中

一 M
一 ‘

(K + F) 一 M
一‘

(B + G )

ree
L

一一
、
少

(tA

为判别稳定性
,

我们利用式(16 )
,

为此
,

先求矩阵 A (t) 的测度
,

可选用 (2 0) 中的任何一

个公式
,

比如采用第三个公式
.

B一“+ “’ 一

[I一 M
一 ’

(K + F)

,一 M
一 ‘

(K 十 F) 1
一 M

一 ‘

(B + G )

矩阵B的特征方程
:

!几I一 B I= 1
’
I一 M

一 ‘

(K + F )

I一 M
一 ‘

(K + F )

几I+ M
一 ‘

(B + G )

由此得B的最大特征值几
。 . 二

(B )
,

则矩阵 A(t) 的测度为

拼‘:

(A )二几
m 。 x

(B )/ 2会久(t)

(2 7 )

(2 8 )

如果对于 , ) , 。, , 。》。,

二 p

{{:
: ‘(

·
)“

·

}有
界

,

且

二 p

{{:
。

‘(
·

, “
·

}
今” (当‘

一
,

根据不等式(1的的右部
,

显然有

so p s 往p l巾(*
,

t。)卜垒浓
。

< oo
to妻 o t互 to

替巾(t
,

t。)卜, o (当 t”OO 时对 t。一致 )

(2 9 )

(3 0 )
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因此
,

满足定理2的条件(9 )和 (1 0 )
,

所以
,

非线性系统(2 4 )的零解 (平衡点) 在李雅普

诺夫意义下一致渐近稳定
,

且在经常作用干扰下稳定

E ”夕20 即 o o d

「2 ]

〔3 ] In e
.

( 19 7 0 )
.
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