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摘 要

本文从有限弹性理论出发对超弹性薄膜轴对称大变形问题进行了一般的数学描述
.

基于 本 文

所导出的基本方程
,

应用打靶法数值地分析了M oo ne y 一R ivl in 型类橡胶环面薄膜的大变形膨胀失

稳问题
.

给出了上
、

下极限载荷和位移载荷曲线
.

关锐词 超弹性 大变形 基本方程 打靶法 膨胀失稳

一
、

引 言

薄膜大变形问题是有限弹性理论中的一个重要 问题
.

G r e e n 和A d k ins
t‘’,

E r in g en
〔“’
等

曾指出球形薄膜在大变形膨胀过程中会发生失稳现象
.

在环面整体半径远远大于其横截面半

径 的假设下
,

K y d o ni e fs 和S p e n ce r 应用摄动法研究 了环面薄膜的大变形膨胀问题
〔“’.

在同

样的假设下
,

H ill 仍用摄动法分析 了环面厚薄的膨胀变形
’‘’.

上述有矢 环面膜的研究中均限

制 了几何参数必须是一个小参数
,

因 而具有一定的局限性
.

本文在较大几何和材料参数范围 内
,

应用打靶法研究了环面薄膜的膨胀失稳问题
.

首先
,

从 有限弹性理论出发将超弹性薄膜轴对称大变形 间题归结为非线性常微分方程组的两点边值

问题
.

其次
,

针对 Moo ne y
一

Ri vl in 型类橡胶环面薄膜的膨胀失稳问题进行 了数值求解
,

得到

了上
、

下极限载荷
.

计算结果表明薄膜是否会发生失稳的决定因素是材料参数
,

而几何参数

只是在量的方面影响着失稳
.

并且
,

失稳前后位移和厚度都有较大突变
.

二
、

间题的一般数学描述

薄膜的轴对称大变形 可用其中面的变形来描述
.

取空间柱坐标系(
; ,

0
,

习 与物质柱坐标

系 (R
,

日
,

Z )重合
.

设变形 前中面是以Z 为对称轴的光滑旋转曲面Z = Z (R )
,

R 〔〔a
,

如
.

假设

薄膜的变形始终保持几何形状上的轴对称性
.

因此
,

0“。
,

并且薄膜 变形前
、

后 中 面上的

经线和纬线既是主伸长
、

迹线又是主曲率线一记A
,
a 分别为变形前后中面外法线与Z 轴的夹角

.

其中A = A (R )= ar ct g (d Z / d R )是已知函数
.

仃
,

h 分别为变形 前
、

后薄膜 的厚度
.

经 向
、

.

陈至达推荐
.
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纬向和法向主伸长率为

之1 二
e o sA

CO S口

d r

d R
一 r

一 R

春

几3 = (2
.

la
,

b
, e
)

人一H

变形后中面经线相纬线的主曲率为

d
, . 、

/ d r

衬 , = 刁万 L“, n a )/ 窟天
, ““ =

S l n a

r
(2

.

2 )

并
.

且
,

变形后中面上单位弧长的经向
、

纬向薄膜力T l ,

T
Z

满足如下平衡方程

d (
r T ,

)/ d R 一(T
: + ; 尸:

)d r/ d R
,

心 T : 十 吨T
:
一尸

。

(2
.

3 )

其中尸,
和尸

。

分别是变形后中面上单位面积的经向和 法向载荷
.

一
j没来说

,

它们是 :和 a 的已

知函数
,

即 尸, 一尸1
(

: ,
a )

,

尸3 一尸
3

(
: ,

a )

假设薄膜是由各向同性的不 可压 超弹性物质制成的
.

因此
,

有本构方程

犷1 一 2

成务
-

少
2
一 ZH (爱卜

-

、

知嘿
十 ‘;
言终

一

)
(2

.

4 )
1 \/ a不

, 。

a班 \

; 贾而少访斤
十 几左J不厂)

其中
,

万 ~ 研(I
: ,

1 2
)是应变能函数

,

1 1 = 鱿 十粼 十 (几沐
2
犷

“,

1
2
二几丁

“十几护十 (久林
2

丫

是应变不变量
.

由于材料是不 可压的
,

故有

几。二 1 / 几1几
:

(2
.

5 )

(2
.

la
,

b )
,

(2
.

2 )、(2
.

4 )是 8 个未知变量
r
(R )

, a
(R )

,

几;
(R )

,

久
一

(R )
, 、;

(R )
, 、:

(R )
,

T l
(R )

,

T
:

(R )满定的 8 个方程
.

Y a n g 和F e n g 曾采用几L
(R )

, r
(R )

, r ‘

(R )为基本未知量将

这 8 个方程简化为一组常微分方程
‘6 ’.

由于通常情况下边界条件是用
r ,

a
,

T
:

写 出的
,

因 此
,

选用几
、 , : , : ‘

为基本未知量在提出边界条件时显得有些不太方便
.

本文改用 , ,
a

,

h 为基本未 知

量使得边界条件的描述较为简单
.

将(2
.

5 )代入(2
.

Ic) 得到几
:
= H R / hr

,

再将此式代入(2
.

4 )
,

本构方程一般可写成

T ; = 省:(R
, r ,

h )
,

T : = 省
z

(R
, r ,

h) (2
.

6 )

其中省
:
和雪

: 是由(2
.

4 )得到的已知函数
.

不难 由(2
.

1) ~ (2
.

6 )导出如下基本方程
:

(2
.

7 )

、...三...
、

夕llee
..zd r

H R c o sa

= c
石宕万 一一而一

一

橇今
.

、

坛妙
3

一鹦幻
一

[
一

篇孕于
鱼一票

十 尸
1

)
一

器〕/器

dR丝dR处dR

它是含 3 个基本未知量
r ,

a
,

h的一阶显式常微分方程组
.

由(2
.

2 )
,

(2
.

3 )可得如下首次积分
:

T :
(R )

r
(R )

sin a (R )~ T
;

(
a
)

,
(
a
)
s in a (

a )+

常见的边界条件有

i) 薄膜中心无孔口即 。= O时
,

有
r
(0 )= 0

,
a (0 )= 0

{
’‘R ,

(尸
: sin 。 + 尸 :

)
r、,

(2
.

8 )
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ii ) 薄膜的一端 R = a 或R = b为固定时
,

有

r
(
a
)=

a 或r
(b )= b

iii ) 薄膜的一端R 二 a
或R 二 b作 用有恒定的水平拉力F

。

或F 。时
,

有

言1(
a , r

(
a
)

,

h(
a
))

e o sa (
a
)~ F

。

或睿
,

(b
, :
(b )

,

h(b ))
e o sa (b )~ F 。

特别地
,

R = a 或R ~ b为自由边界时
,

有

咨: (
a , r

(
a
)

,

h(
a
))一 。或蜜

:
(b

, r
(b )

,

h(b ))= o

一般来说
,

可在两个边界上提 出三个边界条件来
,

记作

夕、
(
r
(
a
)

, r
(b )

,
。(

a
)

,
a (b )

,

h(
a
)

,

h(b ))= o (i = l
, 2

,

3 ) (2
.

9 )

非线性两 点边值问题 (2
.

7)
,

(2
.

的在数学上描述了薄膜轴对称大变形 的平衡状态
.

三
、

环面薄膜的边值问题

竺

令公肖�
、 /

庄
!

州//一

,了

/
以
~一

一
。

万
·

一入/

仁�!卜
11
�
J

产
i

--I--
.现在

,

考虑一个环面薄膜 (轮胎) 在恒定

的均匀 内部压力下的膨胀变形问题
.

设薄膜 变

形前的中面是由半径为L0
,

圆心到 Z 轴距 离为

L ( > L 。

)的圆绕Z 轴旋转形成的环面
.

由变形 的

轴对称假定知
,

变形后的中面仍为一个环面
.

但 是
,

它的横截面的形状不再 是一个 圆而是一

条关于O R 轴对称的闭合曲线
,

如图 1所小
.

取

Q l和Q : 的中点O
:
作为变形后横截面的中心

,

记

“= 0 1 0 2 , ”= Q I Q
:
/ 2 一 L 。

分别称为环面薄膜的中心位移和边缘相对位移
.

利用对称性只须考虑上半圆截面 (见图 l )
.

引入如下无量纲变量和参数

图 1 环面衡膜膝胀大变形

此时
,

载荷情况为尸
, 三。

,

尸
3 = 尸二常数

.

刀= 二 /2 十 A
, c ~ a/ b ~ ( L 一 L 。

) / ( L 十 L
。

)
, 洁

遭二 b尸/ H C

二二R / b = 〔( l + c
) 一 ( 1 一 c ) e o s

刀〕/ 2

夕: = 夕: (刀) = r / b
,

夕: 二夕: (刀) = a , 夕。= 夕s

(刀) = h/ H

N , ~ N :
(夕)一 T : / H C

,

N
: = N : (刀) = T : / H C

( 3
.

1 )

假定薄膜材料是M 。。n e y
一

R ivl in 型的
,

即应变能函数为不= C〔( I
: 一 3 ) + 厂( I

: 一 3 )〕
,

C

厂为材料常数
.

由( 2
.

4 )知

N 】一功
! (刀

,

y ! ,
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)三 2 ( ‘/ S 一 ”孟)( ‘十 r s / “3

) 飞
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:
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)
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.
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其中

其中

S = S (刀
,

, : ,

, 3

)三 4 , ; , 3 ·

〔( 1 + c
) 一 ( l一 e ) e o s

刀〕
一 “

基本方程( 2
.

7 )的无量纲化形式为

( 3
.

3 )

夕, 二F :
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,
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e
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c
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c o s
刀)

户 ‘

{
尸

:

(刀)= [ (l一
c Z

)一 (l一
‘
)
“e o s
刀〕/ 4 少

边界条件为
夕l
(o )=

c + U 一 厂
,

夕:
(二 )= 1 + U + 犷

夕:

(())一 一 二/ 2
,

g :

(二 )= 二 / 2

功
,
(o

,

夕:
(o )

,

夕3

(o ))(
c + U 一厂) + 功

;
(二

,

夕;
(二 )

,

, 。

(二))(1 + U + F )

= 刁(l +
c + ZU )(l一

c + 2厂)/ 2

其中
,

U = u/ (L 十 L
。

)
,

犷 = 。
/( L + L

。

)是两个待定常数
.

最后一个边界条件是利用(2
.

8 ) 导

出的
.

至此
,

问题 被归结为求解含参数左
, c ,

厂和待定常数U
,

犷的非线性两点边值 问题 (3
.

4 )

、(3
.

6 )
.

四
、

数值计算方法

边值问题 (3
.

4) 、(3
.

6 )
一

可以用打靶法〔7 ’
来求解

.

给定几何参数
c和材料参数厂

,

取控制参数为“三厂
,

记

B l 一U
,

B
Z
= 刀

a

(二 )
,

刀 ~ B
3

由(3
.

6 )有初始条件

夕,
(二)= l + B , + “

,

刀2
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,

夕3
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.
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,
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.
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B
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2
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,
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.
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其中
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打靶法求解边值问题(3
.

4 )、(3
.

6 )的计算步骤为

1) 给定参数
。 ,

厂
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拼的值
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,

o( r ( 0
.

5
,

拼) O之内
;

2 ) 适 当选取B ; ,

B
Z ,

B
3

的初值 B 厂
。, ,

B 扩
。, ,

B 爹
。, ;

3 ) 用R o n g e 一

K u tt a方法解初值问题(3
.

4 )
,

(4
.

5 )
,

(4
.

2 )
,

(4
.

6 )
;

4 ) 检验如下误差判据是否满足

(f圣+ f毖+ f : )
‘, 2

《 1 0
一仇

(取m 二4 ) (4
.

8 )

5 ) 若(4
.

8 )不能满足
,

则用N e w to n 迭代法解(4
.

3)
,

迭代格式为

B 贷
七十 ‘’

B 于
七+ ‘’

B 爹
今 + ‘’

1 「
“‘”

飞 !
R 、。

少* f:
) * ::

)

1
一

}
“‘” {

一

{
“‘犷

’“‘,
’“‘雪

’

」 L B ;
, ,

J LR 石犷
, R 丢全

, R 丢g
,

)
一’

}
’

“”

1
} }

了‘”

}
(掩一O

’

‘
’
2
’ ‘

” ,

」 t f 矛
“,

」

1

1,aJ

(4
.

9 )
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由此可得B I B
: ,

B
3

的修正值
.

6 ) 用B 、,

B
Z ,

B
。

的修正值重复步骤 3 )
,

4 )
,

5 )
,

直至,}不等式(4
.

8 )满足
.

为 止
.

由于在步骤 5 )中采用了N e w to n 逻孟代(4
.

9 )
,

所以步骤 2 )即初值 B 梦
”, ,

几(0
,

B 户
’

的选取

对于
_

L述算 法的实施非常重要
.

下而
,

给出一种 初佰选取的方法
.

首先
,

丫
一

i毛音刊这样一个 书

实
,

钓充分小的载荷 卜 (它对应于边缘相对位移充分小 ) 环面薄膜变形后的横价如角形状仍
一

可

近似成一个圆
,

并且变形可以近似地看成是均匀变形
.

也就是说
,

当。< 拼《 1时
,

仃 近 似式

兄; 、还
2
、泥= l+ 2“/ (l一

e
)

,

N , 、N
,
、 2(l一才

8

)(l+ 厂护) (4
.

1 0 )

于是
,

可以得到如下近似解
:

默二军嚣篇念l+--zc:: 班广
S
刀〕

一 ‘

}

由(3
.

6 )
,

(4
.

1 0 )
,

(4
.

1 1)可得

B , “ (l+
“
)“/ (l一

“
)

,

B “” (1 + 2“/ (l一
“
))

一么
n

_

1

。
3
、 4(卜

·+ 2 , )一「卜(
1 +

六)
一 ”

〕〔
‘+ r

(
, +

态)
‘

]了

(4
.

1 1 )

(4
.

1 2 )

(4
.

1 2 )式给出初值 B l(
o , ,

B 2(
。、 ,

B 歹
。
’ ,

再由(4
.

9 )得至
,J较为准确的B , ,

B Z ,

B
。 .

其次
,

注意到B : ,

B
: ,

B
3

是“的单值连续函数
,

可以应用延拓方法
〔7 ’来计算较大 拼 值所对

应的解
.

事实上
,

因为拌二洲十B
: 二 B

:
~ B

3
= o

,

又 知。< 拼《 1时B , ,

B
Z ,

B
3

的值
,

所以可用

线性外插得到拼增加一个微小步长△川}
、

J
一

(户 + △拼)的B l ,

B
Z ,

B
: .

这样
,

重复上述步骤延拓 下

去就能得到较大拼值的解
.

五
、

数 值 结
_

采

薄膜材料的物理非线性会引起薄膜在大变形膨胀过程中发 生类似于扁壳跳跃形式的失稳

现象〔’, “’.

按照上一节的计算方法
一

可以求得 环面薄膜膨胀失稳的上
、

F极限载荷
, _

典数 值结

果见表 1
.

当O簇厂< 0
.

2 1时载荷刀增加到上极限载荷刀
m a x

处将会发生失稳
.

而在尸异 。
.

21 时

载荷刀随“单调增大
,

薄膜不会失稳
.

衰 1 上
、

下极限载荷值

j
”

~

o
,

4 0
.

5 0
.

6 0
.

7 0
.

5 0
.

9

左
、

理. 。‘

刁. in

4 1 3 4 9 6 8 26 1 2 芝 2 4 7 9

在

20存6

不

刀口
。工

刀m ln

4
.

4 9 5
.

9 6

4
_

2 ! 5 0 5

14 9 1

12
_

6 4

2 9
.

8 1

2 5
_

2 7

-J
币勺尸、七

刀. 。盆

儿 . 功 :
_

;;
8 9 0

8
_

8 6

9
.

9 4

8 4 3

1 1
.

8 6

1 1
.

8 1

12
_

17

17
.

8 0

1 7
‘

7 1

3 5
.

5 9

3 5 4 2

0
.

2 1

l
’

> 0
.

2 1

:三分屯二卜一
18

_

2 8 3 6 5 5

北介:⋯
_ l- 二翩

r .. “

一一
~刀.

a : ,

不 存 在

注 表中刁二
1
和刀二 , n 分别表示上

、

下极限载荷
.
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份

图 2 给出厂二 0
.

1时不同的
c值下

,

无量纲化的薄膜外边缘厚度h( 二 )/ H 与载荷效的关系曲

线
.

在刀 m 。 x

和刀m i n 处
,

h( 二)/ H 分别 约为。
.

拐和 0
.

1()
,

参数 c对这 两个值的影响非常微弱
.

另

外
,

薄膜在失稳后其厚度改变较大
.

图 3 给出It = 0
.

1时不 同的c值下
,

薄膜中心位移U 随载荷且变化的曲线
.

在刁 m 。二

和 左二。
。

处
,

U 随参数 c增大而缓慢增大
.

失稳时中心位移将会有较大的突变
.

总之
,

决定薄膜是否会发生失稳的因素是材料参数厂
,

而几何参数 ‘ 只是在量的方面影

响着薄膜的失稳
.

J之(厅 )/ H
12

1 0 11 二一二
~

二)
;叉

‘界二 0
.

7

C= 0
.

6

8 C= 0
.

6
6

右二 O
。

4 C = 0
.

4

2

O
。

基 0
.

6

�
‘

|!
全

|
!

划

飞

曰l十f||l
4门
卜

图 2 无t 纲厚度h( 二 ) / H 随载荷刀的变化

()‘
.

一城
- -

一一室一
, ~

龙一 一言
-

图 3 中心位移U 随载荷刁的变化
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