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摘 要

本文从变分原理出发
,

利用tll 的结论
:

( 1)d
一占运算是可交换的 ; (约限制虚位移的 A PP

e ll-

C h e
ta

e v
条件是多余的

,

导出一类一阶非线性非完整力学系统的不带乘子的Lag
r

an ge 方程
.

这种

形式的方程是新的
.

关扭词 作完整力学 d 一。交换性 八 p l,l 卜 C h”t a e v

条件 I
J a g r “” g e

方程

人们总认为
:

(l) 微分运算d和变分运算j的交换性是观点何题
;

(2 )A PPe ll
一

C h e t a e v 条

件是
“非完整力学史上的一件大事

,

是非线性 非完整系统力学的奠基性成 果” ‘“

,a
’.

我们在

LI」证明了 :
(l) 对于一阶非线性非完整系统

,

d
一

占运算可以交换 , (2 ) A p p n
一

C h e t a e v 条件

是对虚位移附加的额外条件
,

因而是不必要的
.

根据这两个结论
,

利用d
一

d 运算的交换性并

抛弃 A p p e n
一

Ch e ta e v条件
,

我们在〔1〕推导出带乘子的L ag
r

an ge 方程
.

在形式上
,

这方程

和 V a cc o 动力学的方程相同
.

现在盛行的一阶非线性非完整系统的不带乘子的运动方程是广义Ch aP ly g in 方程
〔‘, .

它

的推导基于传统的d
一

d交换关系和A p p e ll
一

C h e ta e v条件
,

形式上相当复杂
.

本文是〔1 〕的续篇
,

仍接受上述两个结论
,

抛弃传统的做法
,

推导出一类一阶非线性非

完整力学系统的不带乘子的 L ag
r
an 郎方程

.

这类方程是新的
,

本质上不同于各 流行方程
.

设q : ,

⋯
,

q 。

是系统的广义坐标
,

系统有寿个独立的一阶非线性非完整约束
.

从〔l」可知
,

这点个约束表为

j
‘
(口;

,

⋯
,

q 。 ; 空: + : ,

⋯
,

空
。

)= o (i二 1
,

⋯
,

秃)

本文考虑这样一类约束
,

它满足

、,/、.夕11,自
/下、声
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淡;万姗
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如39

根据隐函数定理
,

从约束条件可解出

q ‘= 甲‘(g
。十 : ,

⋯
,

g 。 , 空。
十: ,

片且有
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其中 该= 1
,
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量
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J
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是
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汀

j一九十 1
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⋯
, n .

( 2 )告诉我们
,

一

可}以选取 q 。+ : ,

⋯
,

如为系统的独豆变分变

d q
‘

( 3 )
j = 含 + 1
昌筑

占。, +

篡
““,

) (‘一 ‘
,

一 “,

现在我们用变分原理推导运动方程
.

变分原理认为
:

力学系统从时刻 t。到 时刻 t ; 的一切

可能运动中
,

真实运动使 H a m “, 。。 作用量
{::

L (,
,

向
,

‘)“‘取极值
,

其中 L (q
,

“
,

‘, 是系统

的L a gr a n ge 函数
.

于是
,

在占q (t
。

)二占q (t
:
)= o的条件下

,

利用 d
一

占运算的可交换性
,

我们有
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,
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变分原理要求
, ‘

{之L ( q
,

向
,

t )击二 O对独立变量的任何变分占q
。 + : ,

⋯
,

占q
,

成立
,

因此有

承, ( L ) 一户除伽
‘,

豁
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,
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叹L) 一

户爵 匕
*
一

+ 冲、 ,

如
L) 一“

( 7 )

这就是满足条件( 1 )的一阶非线性非完整系统的不带乘子的 Lag
r a n ge 方程

.

现在我们具体讨论一个属于这类型的系统
—

斜面上的雪撬(参见〔幻的第 3 80 ~ 3 81 页)
.

系统的广义坐标是 (q
, ,

q : ,

q 。) ~ (0
,
二

,

夕)
,

其中0是转 角
,

(二
,

y ) 是 刀片 与平面接触点的坐标
.

约束方程

f = tg o 一到毖= 0 ( 8 )

显然满足条件( 1 )
.

直接可解出非独立的变分变量

0 = 甲(云
,

夕)=
a r e t g (夕/ 云) ( 9 )

这里二和 , 是独立变量
.

系统的L a g r a n ge 函数是

其中

程是

: 一三〔(
* + , J
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2 + (, + ,‘
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s ; 。a (。一 , e o s。)
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a
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g
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众
,

l是常数(不失一 般性
,

已令质量 , ~ 1)
.

由于 a沪/ a二= a甲/ 。y 二 0
,

(10 )

L a g r a n g e 方

,
二

(: 卜 朱l雀
: ,

(: )l
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昌,
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嚼
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一 0
(1 1)
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、
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考虑到

, 峨(: )‘

击
一

(, 、“。0 5“)

要
,

(L ) -

将 (11) 积分
,

并将

a中 1
a

一

王二一 毖

d
,

二
, 孟

.

d 了
一

L , + ‘口 s l n 口 ) + 夕 s : n a
,

s in se o s夕 (用到( 8 ))

柳 , 冬
。。

刹
a公 多

代入
,

得

, + ,‘。
。 s , +

全
一 s、。oe o s , 东

,
(: )一e

若
(1 2 )

夕+ I户
sin 沙+ 夕 , in a , 一 一c o s ‘口孚

,
(L )二D (1 3 )

其 中 C
,

D 为积分常数
.

于是(1 2 ) x e o so + (1 3 ) x sin 口给出

分e o so + 夕s in o ~ H 一 IJ
.

这里

H
:

= C e o ss+ D sin s一 g sin a s in B才

将 (14 )和约束条件(8”
sin s一垂e o s s~ 0联立

,

得出

(1 4 )

(1 5 )
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(1 6 )

将

aL
—

一 飞 - ~ . . ‘

日去 d
, , , 二 , 。 月 、

。 万 一

~
, ,

t J月 十 扩口 )十 g 名s i n a s l n 口

O U a 乙a0
;

,

(: )一

弓
,

’

一 龙
‘

百+ z(一 e s i。o + D c o so一 夕5 1。 a e o sot)乡

和 (1 6 )代入(1 2 )x (H 一 10 )
,

又得只含0的二阶线性方程

寿
“sin 0) + (C

e o s夕+ 刀sin o 一 夕sin a sin ot )
“e o so

一 C (c
e o so + D s in 夕一夕s in a sin e才)= O (1 7 )

(1 6 )和 (17 )就是系统的运动方程
.

首先积分(灯)得0
,

代入(1 6 )并积分之
,

又得“ 和夕
.

四个

初条件
: 二(t

。

)
,

* (r
。

)
,

g (t。)
,

夕(r。)以及将它们代入(g )和(1 6 )而得的0(t。)
,

夕(*
。

)完 全确定

积分中包含的 6 个积分常数
. 一“
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