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摘 要

本文提出了一种研究复合材料层合板壳三维问题的解析方法
.

该方法采用摄动方法和变分 原

理来满足三维弹性理论基本微分方程及限制条件
,

分析了受横向载荷作用的复合材料各向异 性 单

层回板及层合圆板的三维非线性问题
。

得到了高精确度的摄动级数解答
.

大量结果表明横向剪 应

力和横向正应力在层合板的兰维非线性分析中是很重要的
.

关份侧 三维问题 摄动方法 变分原理 层合板壳 非线性

一
、

引 言

由于复合材料在现代工程技术中的大量应用以及复合材料力学的高度发展
,

要求我们采

用三维弹性理论以获得复合材料层合板的力学特性的高精确度预测
.

因为对于复合材料层合

板
,

在各种情况下
,

如损伤
、

疲劳等
,

由于层间破坏导致层合板的承载能力明显下降
,

致使

材料的潜力未能充分发挥
.

层间应力往往过大
,

也是导致层合板因损伤而破坏的一个重要因

素
.

对于复合材料层合板的非线性分析
,

已有许多文献作 了报道
,

在 B e r g e r方 法的基础上
,

考虑了横向剪切变形和转动惯性的影响
〔‘一 5 ’,

以及一种把冯
·

卡门平板理论引伸到包括横向

剪力
、

转动惯性和材料各向异性对层合板几何非线性性能的影响问题
,

提 出 了 较 精确的理

论
‘’一 7 , .

但复合材料层合板的三维分析特别是三维非线性分析却很少
.

N 。。 r 「. , ,

P a g a n ot
“’

等对层合板的自由振动
、

弯曲等问题进行了三维研究
,

仅分析了线弹性情况下层间应力的影

响
.

本文提出了受均布横向载荷作用的固支复合材料层合圆板的三维非线性解析解答
,

该层

合板由多层完好粘合的不同铺向的正交各向异性单层构成
,

所考虑的非线性为一种中等大挠

度的几何非线性
.

给出了一般正交各向异性单层板及层合板的兰维非线性理论结果及大量的

数值曲线结果
, 以表明在不同的层合板厚跨比情况下横向剪应力及横向正应力在层合板分析

中的重要性
.

二
、

一般正交各向异性板的三维非线性分析

我们将分析一块受均布横向载荷作用下的的正交各向异性固支圆板
,

圆板的纤维铺向及
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坐标系如图 1所示
。

由于材料的各向异性
,

弹性模量在 1方向为它
1 , 2方向为凡

, 二方向为E
3 ,

泊松比分别为
v , : , v : 。, v 3 1 , 。 , 。 , 切分析表示板在 x , y , : 方向的位移

.

田1 日板的坐标系及位移
、

应力主向 (非故性愉况)

考虑这样一种几何非线性
,

即 :
板的微小单元的线应变

e ‘, 和转动角的平方。全与 l相比 ,Jt

到可略去
,

但是转动角的平方与线应变同量级
,

并且虎克定律适用
.

也就是说
,

板具有中等

大挠度的变形
.

根据拉格朗日的弹性体有限变形描述 (见〔10 〕)
,
而且

,

由于在板的大多数工程应用中
,

板的厚度 / 跨度比
。
是很小的

,

因此
,

板在其自身平面内的尺寸就要比横向尺寸大 得 多
,

当

弯曲不是很大时
,

板不允许自己的微体作绕
:
轴的

,

同切应变比起来很大的相对转动
.

故绕

之轴的转动可略去
, 。 :

= o ,

基于摄动方法
,

我们 引用如下的无量纲参数
:

巴拼二二—a
Y ~ 里

a
Z ~

X一a

一一X

(2 : l)

U 二草
九

厂= 草
.

才= 半
n n

尸=

三 1
无

,

{
_

旦
。a 一

l
一
c 二h4 )

式中 a和 h 分别为板的半径及半厚度
,

取
。
为摄动小参数

,

将(2
.

1) 式代入三维非线性基本

方程
,

可得如下的无量纲应变一位移关系
,

平衡微分方程
,

而应力一应变关系不变
.

无量纲应变一位移关系为
:

。二一 : 。
, x +
合
。‘

“‘一 “犷
, , +
合
。;

“

一砰
, · +
合。

。, + 。幻
(2

.

2 )

Zleet尹、1....、
、

{
￡r z = ￡

附
, r + 厂

, :

召: x ~ 。
万

, x + U
, :

: x r ~ 。
(U

, r + 厂
, x
) 一 。

x o r

式中
。X 一
合(

。
附

,

一 犷
, ·
)

。 , 一
合(

U
,

一
。

附
, X
)

无量纲平衡微分方程为
:

君(a
二 + 。 , : x : 、, x + e

(
: x ; + 。r : , ,

)
, r

+ (r
x : + 。 r J :

)
, :

, 0 (2
.

3a )



复合材料层合板的三维非线性分析

。
(
: x ; 一 。x : x :

)
, x + 。

(a
r 一 。x : r :

)
, : + (

二r : 一 。 x a :
)

, : == o

。
(
: x : 一 。 r a x + 。x : x :

)
, x + 。

,

(
: r : 一 。r : x r + 。x a r

)
, r

+ (a
: 一 。r : x : + 。 x : r ,

)
, : = o

同时
,

无量纲边界条件为
:

U 一 厂~ 班 = 才
, ; 一。 (在Z = o ,

梦一 X
Z

+ y
Z

~ l)
a : = 一尸刃

3 3

砂
, 了x : = 了Y : 一。 (在 Z = 一 l)

。 : 二 : x z ~ : Yz = 。,

(在 Z 一 l)

然后
,

把 U
,
厂

,

研展开为摄动参数
￡的摄动级数

,

以求解该三维问题“ ”

(2
,
.

3 b )

(2
.

3e )

) (2
.

4 )

U ~ 乙 U
”
沙 厂= 乙汽沙 牙‘ 乙附尹 (2

.

5 )

本文摄动方法的基本思想是以所解问题的二维解答作为相应三维解答的一个基本解的形

式
,

在该基本解的基础上利用摄动方法以求得该三维问题 的其余摄动解
.

则有基本解
【‘“’:

U0 = 玖 ~ 0 才
。

= C
。

(1 一 X
Z
一尹 )

“

(2
.

6 )

式 中 C。
为未知数

,

代表板中心的无量纲挠度
.

将式 (2
.

5 )
、

(2
.

6 )代入平衡微分方程(2
.

3 )
,

并使
。 的同阶量系数相等

,

我们可得到一系列可逐级求解的偏微分方程及边界条件
,

各级边

界条件为
:

U
。

= 犷
。

= 才
,

二附
” , ; = o (在Z == o ,

雪
2

= X
Z

+ Y
Z
== l处

, n == o , l , 2 , 3 )

a z 。 = : x : 。 = : r z 。一。 (在 Z = 士 z处
, n 铸 4 , n = o , 一, 2 , 3 , 5⋯)

a z ‘== 一刀
。:
P o 4 , : x z ‘== : : z 一= o (在Z = 一 1处) (2

.

7 )
a z ‘二 : x z4 = : : z4 = o (在Z = l处)

则丛平衡微分方程 (“
·

“)的各级
,

可求得各级满足边界条件(2. 7 )的解答
.

砂级 : 方程(2
.

3 )自动满足

。,
级

:

U l ~ 4 C 。
(1 一 X

“一 Y
“

)X Z

犷 1= 4 C
。

(l一 X
“一 Y

“
)Y Z

牙
1= 0 } (2

.

5 )

。么级 : U : 二犷
:

= o

牙
: = 一 ZC

。
2

2

{口1 3

(l一 3X 2一 Y
Z

)+ 口
: 3
(1一X

Z 一 s犷
“

)一 口
3。

·

4 X y }/刀
3 3

一 8C 孟(1一 X
“
一 Y

Z

)
“

Z {刃, 3 X
“

+ 口: 3Y
“

+ 口
3 3

(X
Z

+ Y
“

)+ 口
。。

·

ZX Y }/ C
3。

(2
.

9 )

砂级 :
由于几何非线性对平衡微分方程及边界条件的影响

,

要同时满足平衡 微分方程及板的

上
、

下表面应力边界条件是很困难的
,

所以此处我们 引入变分原理来进行求 解
.

对所 求 解

答
,

取其满足上
、

下表面的应力边界条件
、

位移边界条件
,

用变分原理来近似的满足平衡微

分方程如下
:

月 月 几 抢 月

艺 dU , + 艺 Q
‘

·

艺 占犷, + 习凡
·

乙占附
,

J . o ‘. 0 了一 。 ‘一。 了一 。

(2 一 。)尸

.

艺,-0

式 (2
.

1 0 )中
,
P ‘,

Q
‘,

R ‘
分别表示平衡微分方程 (2

.

sa )
、

(2
.

3 b )
、

(2
.

3e )的左边第
。‘
级

.

对无量纲板中心挠度C
。

求变分
,

且
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艺 占U , 二‘
·

占U , + “,
·

占U : + 。“
·

占U 。+ ‘二

了一 0

名 d价二
“

·

占玖 + es. 占玖+ 户 d犷。

+.
二

I一 0

艺乙平 , = 占才
。+ 。2

·

占牙
: + 。4

·

己班
‘+ “二 d牙

I 一 0

(2
.

1 1 )

将(么 1 1) 式代入(2
.

10) 式
, 当仅保留至护级微量时

,

有
:

U 3一
普
C Oz 吕

‘“
3‘
X + “

石。y , 一 ‘C
。

“ A 3之X + A 3 4 y ,

一 sC孟2
2

(l一 X
么一 Y

么

){ 3 (刃
, 3 + 刃

3 3

)X
“+ (刃

1 3 + 2刃: 3 + s刃
3 3
)X Y

Z

+ 5刃seX 么Y + 刃3 oY 3 一 (刃
13 + 刃3 3

)X 一口3 ey }/ 口
。3

犷
:

= 粤e o z ‘
(刀

。。x + 刀。. y )一 4 e o z (刀
3 3
x + 刀3 ‘y )

J

(2
.

12 )

+ 5刃3e
X Y 么+ 刃: e

X
3 一 (刃

: 3 + 己3 3
)Y 一刃

: e
X }/口

。:

班
3 = 0

一 sC者Z
么
(x 一X

名一 Y 忿
){ 3 (刃

: : + 刃3 3
)Y

S + (2刃
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名
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式中 A 3 、,
A : : ,

A
3 3 ,

A 3‘ ,

A 。。 ,
A

: 。 ,

B 3 1 ,

B 。: ,

B 3 3 ,
B : ; ,

B : 。 ,

B
: . ,

刃‘,等为材料参数
‘’4 ’.

e’级
:
对于式(2

.

1 1)
,

当仅保留砂级微量时
,

我们可求得U ; ,
犷. ,

才
‘
及相应的应力

.

、

_

如以上各级类似的求解 当对式(2
.

1 1 )保留至砂级
、

砂级⋯⋯我们可求得位移
、

应力的各级

解答
.

取碳 /环氧复合材料单向板
,

其材料常数为
:

El 二 1 3 7
.

g G P a ,

E : = E 3 == 1 4
.

48 G P a ,

G l。二 G : 。二 G
3 , = 5

.

8 6G p a , v , : = v : 3二v : 1 = 0
.

2 1 ,

而板中心挠度C 。~ 1时
,

求得板的位移u
,

犷
,

才的前四级摄动解答之和
,

前六级摄动解之和
,

列于表 1中
.

从表 l可以看出
,

对于位移U
,
厂

,

牙的前四级摄动解之和与前六级摄动解之和
,

在摄动参

数
￡
由小变大的过程中

,

前四级和 与前六级和的误差也由小变大
,

在
。二。

.

05 时
,

前四级和与

前六级和几乎是一样的
.

故所得解答只取前四级摄动解就可以了
.

随着
。 的增大

,

为了获得

误差许可的解答
,

就要根据要求取至前四级
、

前六级
,

甚至更多级的摄动解答
.

所以
,

在板

的厚跨比
。
《 0

.

1的情况下
,

对板的三维非线性分析只取前四级近似解就可以获得很准确的结

果
,

该四级近似解答为
:

U ‘ 。U l+ s sU
3

犷二 e犷 1 + es 犷:

牙= 附
。+ 。2

才
: + 。4

附
‘ } (2

.

1 3)

其中 U l ,

U
。,

犷 : ,
犷

3 ,

不
。,

附
: ,

附
‘
等见式 (2

.

6 )至 (2
.

12 )
.

对子该前四级 近似 解答
,

在板

变得很薄 (
。, 0)

,

无崖纲板中心挠度 c
。

‘ 1 ,

且材料为各向同性时
,

可退化为文献〔13 〕中画

板的大挠度弯曲问题解答
.

同时
,

对于本文非线性解答
,

在板中心无量纲挠度 c 。”。时
,

可

沮化为相应的三维线性解答
‘’‘’.
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三
、

层合板的三维非线性分析

我们研究受均布横向载荷q 。

作用的一块固支边界层合复合材料圆板
,

板的构造及坐标系

如图 2 所示
.

第 k 层的沿纤维方向的弹性模量为 E l (k)
,

层内垂直于纤维方向的弹 性 模量为

E : (。) ,

厚度方向的为E
3 (。2

.

泊松 比分别为
v , : ( , ) , v 2 3 (。 ) , 少3 ; (。) ,

剪切模量分别为 G , : (, ) , G : 3 ( , ) ,

Ga
l ( , ) ,

纤维铺设角为0(
, )

.

总层数为N
,

每层厚为 Zh/ N
,

层合板厚度为Zh
.

层合板的求解过程分两步
,

第一步
:
求出各个单层的满足平衡微分方程 (2

.

3a )
、

( 2
.

3 b )
、

( 2
.

3c )
,

但不考虑边界条件的解
.

第二步
:
对第一步求得的解

,

再去满足层合板的边界条件

及各层之间的连接条件
.

通过以上两步的求解
,

我们即可获得层合板的满足平衡微分方程及

边界条件和层间连接条件的解答
.

1
.

正交各向异性单层 (第几层 ) 的满足平衡微分方程 ( 2
.

3a)
、

(2
.

3 b)
、

( 2
.

3c) 的解

引用式 ( 2
.

1) 的无量纲参数
,

则根据一般正交各向异性板的非线性分析
,

我们可求出第存

个单层的前四级摄动级数解答如下
:

侧户

一
侧

(匆层

图2 宜合材料层合板的构造及坐标系
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函数
,
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A ‘, (; ) ,
B ‘, (, )等为由第k层材料常数及纤维铺设角所获得的材料参数

〔“’
.

2
.

层合板的满足边界条件及层间连接条件的解

层合板的边界条件同 (2 7 )式
,

层间连接条件为
:

在Z ~ 1 一
Zk

_ _ .

一
.

灭
一时
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“

)铺设层合板情况
,

E ~ 1 3 7
.

g G P a ,
E

:

~ E
3
二 1廷
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4 8 G P a ,
口 1 : = G : 、= G

3 :

我们可求得层合板的解答
.

C q (, )~ C
。(; )= C

。(3 )= C 、

并且各层的材料常数有
:

= 5
.

s6G P a , , z : == v : 3 ~ v 3 z二 0
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2 2 ,
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一 一 一 c0 = 1. 0

一

0’:卜戈
卜

.

飞
龟砂nC

.,
01人

一0. 8 一0. 4

—
0

.

5

_
.

一二 0. 01

飞
·

。、

0

圈11 典型的应力a Z的分布(X 二 y = 。
.

3
, 。二。

.

05 )

0
.

4 4 eg sC孟+ 2
.

6 o 7 4 lC 。二 g 。。一4
·

1 0 一 ‘2 (3
.

4 )

对于以上三层碳 / 环氧复合材料层合板
,

当板中心无 量 纲 挠 度 C
。

、 o 时
,

有 c 。= 0
.

3 8 3 5 2 2

x 10 一 ‘2q0 a4 /h
‘.

该解答与相应的线性解答一致
t‘弓 , .

在 9 层(
3。。

/ 。。
。

/ 6。
。

/ 4 5
。

/会
。

。

) 铺设碳 / 环氧复合材料层合板时
,

单层材料常数同三层
一

一 ‘

~ 、一
‘

一
‘

一
‘

一
‘

2
一

,s
r 川 ~ ~ ,’

‘

~ 一 一
’ 叨
”

’

一 ~ 一~
”

’

~
‘
一

刁
,’ ”

‘

~
一 劝

一一

板的情况
,

我们求得层合板中的位移及应力分布如图 3 至 11 所 示
.

在c0 = 0
.

01 时
,

有C0 =

0
.

3 5 3 5 0 5 x 1 0 一’“g 。。一 4 .

在 C
。

二 0
.

5 时
,

C
。

= o
.

3 e7 7 5 2 x l o 一 ‘Zq 。。
一名.

在 C
。

= 0
.

0 1 时
,

C。二

。
.

3 8 3 5 0 5 X 10 一 ’2 q0 。一‘ .

由此可见
,

对于板中心挠度
,

在C
。
= l时

,

非线性解答为相应线性解

答的 85
.

36 肠
.

在C
。

二 0
.

5时
,

非线性解答为相应线性解答的 95
.

89 肠
.

在C
。

= 0
.

01 时
,

非线

性解答为相应线性解答的 9 9
.

9”肠
.

可见
,

在C
。

= 0
.

01 时
,

非线性解答与相应的线性解答一

样
.

从图 3至图 11 所示的位移及应力可见

(l ) 对于位移班
,

在板的上
、

下两表面取最小值
,

在板的中面上取最大值
.

位移U
、

犷

在
。= 0

.

05 时
,

在Z 向近似为线性变化
.

在
。= 0

.

1时
,

在Z 向的变化为曲线
.

由此可见
.

克希

霍夫假设中的位移U
,
犷在 Z 向为线性变化

,

在
。
很小时

,

是很准确的
.

(2 ) 板的面内应力 a 无
, a : , ‘x : 的最大值发生在靠近板的上下表面处

,

而横向剪应力的最

大值发生在板的中面处
,

横向正应力的最大值在靠近 上 表 面 处
.

同时
,

随
￡ 的变小

,

应力

a x
(a

r , ‘x r
)

, ‘x z
(
丁r z

)
, a z 之 间的差别变大

.

(3 ) 从层合板的各层纤维铺设角及应力a x , a : , :
xY在 Z 向的分布图可见

,

两相邻层的纤

维铺设角有较大的变化时 (本文为 6 0
。

、,

则该相邻两层的应力 a x , 。: ,

行
:
就有较大的差

别
.

(4 ) 对于不同的非线性
,

即无量纲板中心挠度C0 取不同值的情况下
,

从各个应力可见
.

非线性的影响是比较大的
.

C
。

越大
,

则所反应的非线性就越大
,
C

。

越小
,

则非线性就越小
,

C
。

= 0
‘

01 所描绘的曲线就近似为线性情况
.

四
、

小 结

本文提供了一般正交各向异性单向板及完好粘合的复合材料层合固支圆板受均布横向载

荷作用下的三维非线性解析解答
.

该三维非线性解答在板中心挠度C
。

, o 时
,

可退化为相应

的三维线性解答
.

板中的位移和应力都展开为厚跨比
。
的摄动级数

,

利用摄动法和变分法求
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得撇是雄力
、

位移边界条件和非线性平衡微分方程的解答
.

雇
、 篡晕浑霸警默鬓霖器器馨咒纂墉絮豁了嚣默纂黔苏

表明
,

随着板的逐渐变薄
,

即 。变小
,

横向正应力
’

(a
:

凡
一

横向剪应力 (行如粉小
介

霭内应力

(口
二 , 。; ,

行
r

)之间的差别逐渐变大
,

同时
,

横向剪应力与面内应力相比
,

它们所占的比童变

小
.

但横向剪应力要比横向正应力大得多
.

而且
, 两相邻层的纤维铺设角差别越大

,

则该两

层的面内应力就相差越大
,

同时
,

对不同的九何非线性作了比较
,

从应力可见
,

非线性的影

响是比较大的
,
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