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本文研究下面形式的边值问题

。夕”一 f(戈
, e )封

‘+ g (劣
, 。)封二 o

g (一
a

)~ a ,
, (b )= 刀

其中f( 二 ,

。)在区间〔一 a ,

b] 上具有多个和多重零点
.

的条件下
,

构造解的渐近展开式
.

要

(一a《戈《b
,

o
<8 《 1)

给出了出现边界层和内部层的条汽 并在相应

关扭祠 常微分方程 奇异摄动 转点问题

一 已! 言、 , 沙 . 卜闷

关于具有转点的奇异摄动问题
,

近来越来越引起数学家和物理学家们的兴趣
.

这不仅因

为它有着理论上的重要性
,

即关于具有某种奇性问题的研究
〔” ,

并且还有着实际意义
.

至于

本文所研究的边值问题
:

心
I,
一 f(二

, 。
)。

‘
+ 夕(二

, 。
), 二o (一 a《劣《石

, o < 。《 1 ) (2
.

1 )

夕(一
a
)= a , , (b )= 刀 (1

.

2)

其中a > 0 ,
b> o , a ,

刀是常数
,

f( x
,

o )在 区间〔一 a
,

幻上存在零点
,

称之为边值问题 (1
.

1)

、(1
.

2 )的转点
,

则是来 自流体力学中关于逆向旋转圆盘间的大雷诺数流的研究峥’
.

关于 f( x
,

0 )在 区间内部存在一个零点 (不妨设是 二二 0) 和成立 f式二
,

0) > 0 的 情 形
,

A ck er ber ‘和 O
,

M a ll ey
￡“’曾首先进行 了系统的研究

.

他们发现边值问题的解 当
。、 o时

,

在

一般情况下
,

在区间的内部是以零为极 限
,

除非成立条件
夕(0

,

O)/f
:

(o
,

o )”N (N
:

非负整数 ) (1
.

3 )

如果其极限在区间的内部不是零
,

则称边值问题出现共振 (A ck
e r be r g 一O’M al le y共振 )

.

以

后O ‘M a ll e y又在他的著作 [ 4〕中给出许多例子
,

用 以说明解的极限的复杂性
.

甚至有这样的

例子
,

它们的解的极 限在区间内部的每一点都是无界
.

以后有很多工作讨论这类共振问题
.

1 9 7 5年
,

M o tk o w s k y[
‘’给出共振的必要条件

:

若方程(1
.

1 )的系数在区间(一
“ ,

b) 是全纯的
,

则要求解的外部展开式

.

创刊十周年暨一百期纪念特刊(I )论文
,

国家自然科学基金资助项 目
。



不lp 江 福 汝

Y
,

(
二
) = 兄A

‘

(二 )
: ‘ (1

.

4 )

中的所有项俘《‘)是有界的、 今称此为M
“上k , w “k y条件

,

1 9 8 9年
,

江福汝内又用例子说明过

去所有用方程系数给出的共振条件
,

都是不充分的
; 并导出用方程系数表示的共振必要条件序

列
.

如果此序列满足
,

则出现共振
.

特别地
,

若或 x
, 。
)三 。

,

或f( 二 , 。
)三A 劣

,

或 x
, 。
)三B,

A和B是常数和A > o ,

且满足条件(1
.

3王
,

则此必要条件序列恒满足
,

都将出现共振
.

但关于 j( 二
,

0) 在仁一
a ,

句上存在多个和多重零点的情形
,

M at k o w sk y 只在仁5 工}‘考察
一

r

一个例子
;

de G ro e n 〔7 ’只对试 x
, 。
)二 0的情形

,

说明解的极限的某种形态
.

本 文试图在一般

情形
一

F研究解的极 限的性质
.

首先给出出现边界层和内部层的条件
,

然后就各种条件
,

构造

解的展开式
.

出现边界层和内部层的条件

假设方程(1
:工)的不数异有渐近犀开 式

f(戈
, 。
)、f

。
(二 )+

。
f
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夕(劣
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。
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‘
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, g ‘
(二 )(‘= O

, 1 , 2 ,
⋯ )在(一

a ,
b )内是 金纯的

.

引入多重尺度度量

省= u
(x )/

。 , 冲” x

其中u( x )是待定函数
.

在变量睿
, 刀下

,

方程(]
.

1 )具有形式
:

(药
。一
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万
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晶
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‘一(。, 卖i二 3
, 4 , ⋯ ) (2

.

6 )

假设边值问题(l
. ‘

l) 、(1
.

2 )的解ya (二)具有渐近展开式

,
。

(‘ )= v
。

(省
, 勺)一夕q(省

, 叮) + : 夕,
(首

, 叮)+ 。么夕:

(雪
, 。)十 ⋯

将(2
.

7 )式代入方程(2
.

2 )
,

并令。的各次幂的系数为零
,

则得到确定功(占
,

⋯ )的一列递推方程
:

(2
.

7 )

打) (云= 0 , 1 ,

2
-

K
Ov。二 ·: (。)

霭髻
: 一(。),

。

(。)
一

瞥
一。

K ov l注 一 K
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.
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(2
.
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K
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,梦‘
一 1 + K

Z夕‘
一 2 + ⋯ + K

‘g 。

) (i= 2 , 3
,

1 1 1

·

) (2
.

1 0 )

为了使算子 K
。

取最简
一

单的形式
,

可以取待定函数u( 二 )为

·
(X , 一

{:
。 一‘

。
(‘’“‘

其中x0 是待定的〔一 。
,

句上的点
.
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从递推方程(2
.

8 )、(2
.

功》丁以逐步地解得

、
‘
(;
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。 一
; 一 ,

!

(、)+ 。
‘
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(
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,

2
,
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.

1一)
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1
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( ‘ , 一 C 。·”p
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)
,

“
。
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、
f
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f
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(
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e X p (‘
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门
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“
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{
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f
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( t )
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砚
一

贵咖
‘
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1任)

B ‘
( · ) 一

万; ) 二p

[丈
2

’

(‘
! 一

斋)
d‘

]

扁
二 p

卜又伪一劲咖 ( 2
.

1 4 )
.

1
�

+

C‘和D ‘
(i = 。

, 1 , 2 ,

⋯ )是确定于边界条件 (l
.

2 ) 的常数 ; F ‘和 吼(‘= ], 2 ,
⋯ ) 是只依

赖于A , 和几 ( j< i) 的有界函数 ; 戈 , 和 北:
是 待定的边界点

,

经适当的选取以便于确定待定常

数
。

从上面所得出 ( 2
.

1 1) 、 ( 2
.

1 4 )式可以看出
,

功 ( 劣 ) ( i ) 的除去f
。

( 劣 )的零点外都有定义 ,

并且解的极 限性质完全依赖于积分

I( “ ,

叼 一

! 一 f
。

( t )d t ( 2
。

1 5 )

的符号
.

如果边界层出现在左端点“ = 一 “ ,

则必须在 戈 = , “ 的邻域 成立 I( x , 一 “ )> 如 如

果出现在右端点 x = b ,

则必须在方= b 的邻域成立 I( ,
,

b )> o ; 如果 内部层出 现 在 区间内某

点劣 = P。,

则必须在劣= 户。的邻域成立 I( “ ,

夕。)> 0 ,
即必须是 函数
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‘(二 ) 一

{
’
一 f

。

(‘, d ‘

取到极小值的点
.

通过第三节中形式解的构作
,

可以知道成立下面的判别法
:

( i ) 若I( 二 , 一 a
)> 0当一 a < 二《 b

,

则在 x ~ 一 。出现边界层 (除掉a 取特 殊值 )
;

(ii ) 若I( 二
,

b) > O当一 a 《二< b
,

则在 二 = b出现边界层 (除掉刀取特殊值 ),

(11 1) 若 I(b
,

一 a
)= 0 ,

_

目
、

I( 二
,

一 a
)> o当一 a < 戈< b

,

则边界层 出现在两个端点二 = 一 a

和二 二b (除掉a和刀取特殊值 )
.

三
、

解 的 渐 近 展 开 式

先考察f
。

(二 )的零点都落在区间内部的情形
,

井假设成立M at k o w sk y条件
,

即解的外部

展开式中的各项都是有界函数
.

例如仄二
, :
)三 0就属于此情形

.

( i ) 若I(‘
, 一 a

)) o ,

当一 a < 二《b
.

在(2
.

1 1) 式中取二。= 一 a 得

, 。
(/ )一 C

。

二p

({ 大的
+
II(

二 , e · p

(
一

; {{
。
一‘

。

(‘)dt ) (3
.

1 )

其中

H (戈 )二

,

绍;
) 二 p

!{ (,
: 一

劲川
当 一
喊、一

+

;
h(二)

0

当一 a 十占/ 2簇 x < 一 a 十占

当一 a 十占簇戈( b

(3
.

2 )

占> 。是充分小的常数
,

选择得使在〔一
a ,

一 a 十匀上没有f
。

(x )的零点
,

并使

1 / I f
‘ , , 、 ,

八 。
, 、 、 、 , _ 「 d

。

〕
1 2 , 、 e x p 、一

_

l 一 J o L不, “ r , = 口气已
’

) 白 x 七I一 a 十 。 , 一 a 十 0 1
J O气六 , 、 c J 一 。 / L ‘ J

N 是精确度所要求的正整数
,

h( x )是任意光滑 的连接函数
.

为了便于确定待定常数C0 和刀
。,

一

可在 (3
.

功式中取气 = b
,

在(3
.

2 )式中取二 2
= 一 。 ,

从边

界条件(1. 2 )得

e
。
一刀

,

。
。
一 ,

。

(一 。
)「
。一刀

e x p
(
一

(
”

一

早
, 、,

、1
L \ J 一 a J O / 」

(3
.

3 )

,fr厂井铂资一
,

类似地
,

一

0J’以构作功 (二)( ‘~ 1
,

2 ,

一 )
.

容易验证如此所作得的展开式渐近地满足方程 (1
.

1)

和边界条件(〕
一 2 )是边值问题的形式渐近解

.

(11 ) 若I(二
,

b)> o当一 a
( x < b

.

在 (2
.

11. )式中取劣。二 b得

“。(‘, 一 C
。

一p

(J 大
一“
今

+
川

二 ,二p

(子
一

{
一 ,

。

(, )d ,

) (3
.

4 )

共中
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H (劝 =

0

h(二 )

当一 a
《劣< b 一 6

当b一 占《戈< b 一 d / 2

,

急
)一

p

〔J(f
; 一

1:) 川 步 ;。、

(3
.

5 )

d > o是充分小 的常数
,

选择得使在叻一占
,

们上没有f
。

(劝 的零点
,

_

片使

,
。

吞)一 p

(
一

子
一

丁;
一‘

。

(‘, d ‘)
一 O (二 ,

_ 「
, 。 ,

占
当 劣七L

”一 “, ”一 2

N 和h(二 )的意义同情形(i)
.

为了便于确定待定常数
,

可在 (3
.

4 )式中取 二 ; = 一 a ,

在 (3
.

5 ) 式中 取 x 。= b
,

从边界条件

(1
.

2 )得

c
。
一 。

,

D
。
一f

。

(0) 「,
一 。 e x p

({
” 一

笋
一

川
一

l
甘
_ 、J ~ a J O / J

(5
.

6 )

类似地可以构作y ‘(% )(i = 1
, 2 ,

⋯ )
.

容易验证如此作得的展开 式是边 值 问 题 的形式渐近

解
.

(111) 若 I(b
, 一 a

)= o
,

且I (二
, 一 a

)> o当一 a ( 戈( b
.

因I(二
,

b)= I (劣
, 一 a )

,

所以也成立I(二
,

b) > 0当一 。< ‘< b
,

在 区间的两端点都可能出

现边界层
.

在 (2
.

1
.

1) 式中取戈。= 一 a( 或二。= b) 得

, 。

(二)一e
oe x p

({
’

了
生 、自

+ 、(x )
e x p

(寻
一

{
’

一了
。

(, )、才、 一 。( 二( 。
\ J 一 a J O , \ ‘ J 一 口 /

(3
.

7)

其中

D
。

f
。
(二)
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(二 )

eX 。

匡
。
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+

:
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0

{“
,
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「{
公 。
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一

妇川

当 一 a 十 d / 2簇劣< 一 a 十 d

当一 a + d《 戈< b一 6

当 b一 d( 义< b一 d / 2

d
_ _

.

当 口一 石 气 x 气 O
乙

(3
.

8 )

6 > o是充分小的常数
,

选择得使在 〔一
。 , 一 a 十 乙]和〔b一 咨

,

的上没有f
。
(二 )的零点

,

并使

,
。

吞
)一

p

(毛
‘

{{
。一 f

。

(‘, d ‘)
一 O (二 , 当 / “

一 a 一

卜 2 , 一 a + 占

和使

/ 一 1 「
劣 , , , 、 _

,

八 。
, ,

牙)
”x p 气下

~

J
。 一 J’L「) u 不

) = 口、“
‘

,

当正l卜
“

,

卜
一

睿
1

.

J一吸了、

八一一户rJ

N 与h ;
(二 )和h

:

(二 )的意义同情形(i)和(11)
.

根据边界条
月

限 1
.

2 )可以确定出
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C
。

, 了
。

(。卜
a了

。

(一 )二 p

l{{
。

(
,

1一

;: )
d ‘

」
,
。
(“)二 p

(!{
。

了:
d ‘

)
一‘

。
(一 , 一p

!{{
。

(‘
1 一

贵)
d ‘

l
(3

.

9 )

以及

D
。

,
。

(一 ),
。

(。)!
a ·、p

({{
。

斋
d ‘

)
f
。

(“’
·x p

({
“‘

)
一‘

。

(一 ,二 p

「!{
。

(f
; 一 兰垂

.

、
f
。 /

一刀〕
, 一

令)
d ‘

〕
(3

.

1 0 )

鱼f0

类似地可以构作功(x )(‘~ 1 , 2 ,

⋯ )
.

容易验 证如此作得 的展开式是边值问题的渐近解
.

成上面的结果
,

我们很容易推出 Ski 立n e r 〔‘, 所得出的结论
: 即若 j( 二 ,

o )只有一个转点

(设是 x = O)
,

并月
_

成立f
:

(二
,

0) > 0当二〔[ 一 a ,

b〕
,

则当 x 一 b 点从原点向右移动时
,

边界层

从左端移向区间的右端
,

叩边界层 出现在哪个端点
,

与端
l

从的位置有关
.

这是因为
:

当b < a

时
,

则I( x
,

一 a
)> O当一 a < x 《b

,

所以边界层出现在左端二 = 一 a ; 当 b> a 时
,

贝l{I( x
,

b) > o

当 一口《 戈< b , 所以边界层出现在右端 x = b ; 当b = a 时
,

则I(b
, 一 a) = O和 I( 、 , 一 a) > O当

一 a < 劣 < b
,

所以边界层将 出现在左
、

右两端 点
.

又以本 文的结果
一

可以推知 S k in n e r 的结论
,

对于二 = o是多重转汽时也成立
,

只要转点重数
。
为奇数

,

和。
”

f(气。)/a 砂 > o当二〔[ 一 a ,

b〕
.

例 李 考察M at k o w sk y在 [ 5 〕中所讨论的边值 问题
:

。夕即 一 x 3

(x Z 一 1 )(x 一 2 )
2 , ‘

= o (一 2( x ( b
,

b > i ,
b笋 2 ) (3

.

1 1 )

夕(一 2 )= a , 夕(b)= 刀 (3
.

1 2 )

的解的极限性态
.

在此例 「},
f
。

(x )一 x “

(护一 l)(x 一 2 )
“,

具有零点x 一 。
, 二 = 士吓口二重零 点二一 2

.

令以 b
。

表

示I(二
,

一 2 )改变符号的 点
.

若b < b0
,

则I (x
, 一 2 )> 。当一 2 < 二( b

,

边界层出现在端点 二 = 一 2
.

从 (3
.

1 )、(3
.

3 )

式有

。。(二卜 , + H (x )
e X p

{赢
〔, (一 2 , 一 。(二 , 〕}

户(二)= 3 5x 8一 i 6 ox , + z 4 o x s + 2 2 4劣5 一 2 8 0二 4

一 2( 戈( b (3
.

2 3 )

其中

(3
.

1 4 )

r (“一刀)f
。

(一 2 )/ “
3
(“

2一 1 ) (卜
2 )

‘

H (, )
‘

一
}
人(x )

0

当 一 2《戈< 一 2 十 d / 2

当 一 2 十 d / 2( 戈< 一 2 + d

当一 2 + d镇劣成 b

护‘‘‘卜产.任启一
,

占走(3
.

1 5 )
占> o和 h(二)的意义见情形 (1)

.

若b > b
。,

则I (劣 、b )> O当一 2簇 x < b
,

“。(‘, 一
十 H (‘ ,

e X p

{赢
其中p (x )由(5

.

1 4 )给出
,

和

边界层出现在端点 x = b和属于情形 (ii )
,

〔。(“, 一 。(“ , 〕
}

一 2、二、” (3
.

1 6 )
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h(x )

(刀一 a )f
。
(b )/ x ,

(二
2 一 1)

,
(二一 2 )

“

当一 2《 公< b一 d

当b 一 6《劣< b 一 d / 2 (3
.

1 7 )

当b一 占/ 2《x ( b

f
￡

se
�劣H

6> 0和 h(二 )的意义见情形 ( ii )
.

若 b = b0
,

则 I ( b
,

一 2 ) = o
,

和 I (二
,

一 2 ) > o当 一 2 < x < b
,

边界层 出现在左
、

右两端 点
.

从 ( 3
.

7 ) 、 ( 3
.

1 0 ) 式有

。
. 二 二 , 、

r 一 1 。 , _ 、 _ , _ _
、 ,
、

y 。又x ) = 灿。十月 L劣) e X p飞丽百云
L p L一 乙户一 p L弄 ) “了 ( 3

.

1 8 )

其中

D 。
/ ‘

8 (‘2 一 1 ) (‘一 2 ) “

h: ( 二)

H (二 )
二

广
_

‘肛
。

一 “

f
。

当一 2 ( 劣< 一 2 + 占/ 2

当一 2 + 6 / 2《劣< 一 2 + J

当一 2 + 占《劣< b一 占

当b 一占( 劣< 石一占/ 2

当b一 占/ 2《二《 b

( 3
.

1 9 )

h: ( 戈)

D 。
/ “

8 (‘2 一 1 ) ( , 一 2 )
2

(b )
(b )

一 a f
。(一 2 )

一 f
。

(一 2 )
’

D0 一 (戈群东黯
“’

( 3
.

2 0 )

d > 0和h: ( x)
,

h: (幻 的意义 同情形 ( iii )
.

与M at k 。 , s ky应用组合法求得的结果相 同
.

下面再考察在区间 ( 一 a ,

b) 内
,

在 f
。(二 ) 的某个零点‘ = ‘。的邻域内成立 I (二

,
x 。) > 0 的情

形
.

由于 f
。

(构 ) = 0 ,

从 ( 2
.

1 1) 式可以看出在 该点不存在由 ( 2
.

1 1) 式表示的 指数函数形式的

内部层
.

但在 某些情形
,

可存在由代数函数表达的内部层
.

考察下面的例子
.

例 2 试求边值问题
:

L
. 夕“缪

l, + P‘名
. 十‘夕‘

, o ( 一 i《戈《 1 ,
o ( 。《 i )

g ( 一 1 ) = a , 夕( 1 ) ~ 刀

的解 的渐近展开式
,

其 中P > O是常数
, 。
为正整数

.

此时I( 二
,

士l) < 0当一 1 < 劣 < 1, 所 以在端点 x ~ 士 1 不存在边界层
.

但在零点的邻域成

立I ( 二
,

0) > O
,

所以在 x = O点可能存在 内部层
.

今定义

抓 x
, 。

) 二
{

.-
夕

、‘..叮....、
h (‘

其中权x ,

习是充分光滑的连接函数
.

L
.
从(‘

, 。) 二 O (。“ + ‘
)

g (一 z
, 。) = a ,

v ( i ,

当一 1《劣< 一 e Z (
” + l)

1 l

当 一 。2 (
” + l ) 《x (

。2 (
” + 1)

1

当 。2 (
” + 1 ) 《劣《 1

容易验证

。) = 刀

所以 g ( 二
,

日是边值问题的准确到 O (沙 + ‘) 的渐近解
,

以权“
,

习为其代数形 式的边界层
.

如果不成立M ‘t k o w : k y条件
,

即在 ( 1
.

4 ) 中至少有一项 A ‘(劝为无界
,

则其外部只可能

是零
.

如果再成立条件
:
在端点劣 , 一 a和二 = b的邻域分别成立I (劣

,

一a) > o和 矛(劣
,

b) > 0
,
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则
一

可定义

断
, 。

(、 ) 一

!
. ·

⋯

D o

f
。

(二 )
一 p

、

{!{
。

(,
! 一

子:
一

)
d ‘

」二
p

(
一

二{{
。 一‘

。

(‘, d ‘

)
当 一 a ( ‘< 一 a + 占/ 2

。
010自

“!
(X ,

。X p

(几
‘

{{
。 一 f

。

(‘, d ‘

)
0

当 一 a + ( 劣 < 一 a + 占

当一 a 十d ( x < b一占

,
:

(X )
。·。

(工
,

{:
一 ,

。

(t)a
,

)
当 。一、、。一

;
D ;

f
。

(元)-e
x p !{: (

,
, 一

;: )
d ‘

1二
p

(毛
’

{:
一‘

。

(‘, d ‘)

占> o和h ,
(二)

,

h
:

(x )的意义同情形 (111)
,

当b 一占/ 2( x 《 b

D
。

和 D l是 由边界条件确定的常 数
.

四
、

边 界 转 点

容易看 出以上所给出的边界层 和内部层存在 的判别法
,

对于 f
。

(‘)的零点落在区间端 点

的情形也成 立
.

我们称这些零 点为边值问题的边界转点二 如果在边界转点上不出现边界层
,

则可应用以上的结果
,

写出边值问题的渐近解
.

例 3 再考察例 1中的边值问题
,

只是取b = 0:

e , “一 戈 8
(

, 忿一 1)(‘一幻
么, , = o (一 2《劣( o

, o< 。《 i)

, (一 2 )= a , 夕(o)== 刀

试作出它的渐近解
.

此例以 二 = 0为边界转点
.

但I( 二
,

一 2 )> o当 一 2 < 劣( o ,

边界层 出现在左端 点二二 一 2
.

由

(3
.

1 )~ (3
.

5 )式得

1一加一28
。。(二 )一 , + 。(二)

e X p

{ 「。(一 2 , 一 , (“ , 〕} (一 2、x 、”)

其中

(a 一刀)f
。

(一 2 )/ 戈
3
(劣

2
一 ] ) (二一 2 )

“

h(x )

0

当一 2《 男< 一 2 + d / 2

当一 2 十 d / 2( x < 一 2 + J

当 一 2 十占《二《 O

Jr.、es吸

一一
、
尹

劣H

d > 0和 h(“)的意义同情形(1)
.

若边界层出现在边界转点上
,

则本文给出的方法失效
.

[ 3 ]

参 考 文 献

W a s o w
,

W
. ,

A s夕附P to tfe E 劣P a n s了0 0 5 fo r O r J‘n a r , D iffe r e” t‘a l E g u o tio 件s ,

W ile y

(In te r s e ie牡 e e )
,

N ew Y o r k (1 9 6 5 )
.

W a tts
,

A
.

M
. ,

A sin g u la r p e r t让 r b a t io n p r o b le m w ith a t u r n in g p o in t
,

B u ll
.

A “ ; ‘, a lia ” M a th
.

S o c
. ,

5 (1 9 7 1)
,

6 1一 7 3
.

A e k o r b e r g
,

R
.

C
.

a n d R
.

E
.

0
‘

M a lley
,

J r
. ,

B o u n d a r y la ye r p r o ble m s e x h ib itin g

r o so n a 牡e e ,

S tu d
.

A户PI
.

肛a 蓄h
. ,

4马 (工9 7 0 )
,

2 7 7一 2 0 5
.

, ..J�..J
11n乙

r.Lf..‘



关于具有转点的常微分方程的边值问题 1 17

o
‘

M a lle y
,

R
.

E
. ,

J r
. ,

I”才r o d o e才10 0 t o S io g o la r p e r t“r b a t‘o ”s ,

A e a d e m ie P r e ss ,

N e w Y o r k ( 1 9 7 4 )
.

M a tk o w sk y
,

B
.

J
. ,

O n b o u n d a r y la y o r p l o b le m e K h ib itin g r e s o n a n e e ,

S IA M R 。刀
. ,

17 (1 9 7 5 )
,

8 2一 1 0 0
.

江福次
,

关于常微分方程转点问题共振的必要条件
,

应用数学和力学
,

10
,

4 (1 9 8的
,
2 77 一2 84

.

D e G r o e n ,

p
.

p
.

N
. ,

T h e s in g u la r ly p e r t u r b e d t u r n in g p o i n t p r o b l
e m : a s p e e tr a l

a p p r o a e h
,

5 1”夕。Ia r P e r tu r b a 才10 ” a 打d A s‘m 夕才o t‘c
,

A e a d e m ie P r e s s ,

N e w Y o r k

(1 9 8 0 )
,

1 4 9一 1 7 2
.

Sk in n e : ,

L
.

A
. ,

U n ifo r m s o lu t io n o f b o u 且 d a r y la 了e r p r o b le m s e x hib it反n g r e s o -

皿a n e e ,

S IA M J
.

A PPI
.

M a th
. ,

47
,

2 (1 9 8 7 )
,

2 2 5一 2 3 1
.

一IJ,
.J.

4
一勺r

.

.Lf
‘L

[ 6 ]

[ 7 ]

1 8 ]

o n the B o u n d a ry V a lu e P ro ble m s fo r 0 r d in a ry D iffe re n tia l

E q u a tio n s w ith T u rn in g Po in ts

Jia n g Fu 一r u

(S ha ”夕h a ‘U ”i口e rs it夕 o f T e e h件 0 10 夕口
,

S ha 件夕ha i l”s tit u fe

o f A PPI‘e d M a the m a tic s a ”d M e c ha n ic s ,

S h。”夕ha i)

Abst r扭o t

In th is p a p e r ,

w e e o n s id e r th e b o u n d a r y v a lu e p r o b le m s o f th e fo f m

e , “ 一f(万
, 。)g

‘+ 夕(戈
, : )夕= o

g (一 a )= a ,
‘(b)= 刀

(一 a( %《b
,

0 < ￡《 1)

w h e r e f(戈
,

o ) h a s s e v e r a l a n d m u lt ip le
Z e r O S O n

fo r e x hib it in g b o u n d a r y a n d

to tie e x Pa n s io n s o f s o lu ti o 且 s

iu te r i o r la y e l. s

a r e e o n s tr u e t e d

a r e

th e in t e : v a l [ 一 a ,

b ]
.

T h e e o 二 d itio n s

g iv e n , a n d th e e o l. r e s p o n d in g a s ym p
-

K e y w o rd s o r d in a r y d iffe r e n t ia l e q u a t io n , s in g u la r p e r tu r b a t io 且
,

t u r n in g p o in t

Pr o b le m


