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摘 要

本文对两个非均匀半平面粘结的非均匀平面的裂纹问题作了分析
,

文中假定两种材料的泊松

比 , 相同
,

但杨氏模量随坐标、按不同形式的指数函数变化
.

本文使用非均匀平面问题的单裂纹解

及富氏变换方法
,

使问题归为一个柯西型奇异积分方程
,

最后对应力强度因子的计算给出了若千

数值例子
。

关份词 非均匀平面 裂纹问题 奇异积分方程

一
、

引 言

从实际的观点而言
,

非均匀介质 中的裂纹问题是颇有兴趣的
,

实际上
,

它在地球物理的

近代非均匀固体中是经常遇见 的
.

最近
,

D e la le 和 E r d o g an
〔‘’解决了非均匀平面上的裂纹问

题
,

并得到
一

了单裂纹解
.

本文使用此解及富氏变换
,

解决了更复杂的由两个非均匀半平面粘

结的裂纹问题
.

对于此种情形
,

得到的应力是用定义在裂纹面上的未知位错密度表示的
,

之

后
,

问题便归为解一个柯 西型奇异积分方程
,

由此可以证明
,

裂纹端点的应力状态仍有均匀

介质的平方根奇性
.

最后对在粘结线附近的裂纹作丁若干数值例子
.

二
、

两 个 基 本 解

为了直接利用早先的结果
,

研究由两个了二同的非均匀半平面 粘结而成的非均匀平面上的

裂纹问题
,

以下给出两个基本解
.

若泊松比, = 常数
,

而杨氏模量呈指数函数E (x )= E
。e x p〔刀x ]

,

其中E
。

和刀均为常数
,

则非均匀弹性力学平面问题的应力函数F (劣
,

妇满足以下四阶偏微分方程

v
‘
尸一 2”

臀
+

簇
2

)
+ 产
器

一畔琴 (2
.

1)

若问题与O 劣轴对称
,

则以上方程可使用富 氏余弦变换 求解
,

可以指出
,

它的通解为

.
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而 B , (a ) (j = 1 , 2 , 3 , 4 )均为未知函数
,

它们可
一

由问题的边界条件决定
.

结果(2
.

2 )称为富氏余弦变换解
,

即第一个基本解
.

若直裂纹(
a ,

b) 位于图 1的实轴O x 上
,

材料参数满足乙= 几 则方程(2
.

1)可 用 富氏变换

求解
,

它在上半平面的通解为
:
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,
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结果(2
.

5 )称为单裂纹解
,

即第二基本解
,

它 由D e lal e和 E : d o g a n 得到
.

(2
.

8 )

(2
.

9 )

三
、

积 分 方 程

现在考虑图 1 所示由两个不同的非均匀半平面粘结而成的非均匀平面的裂纹问题
,

假定

两种不同材料具有相同的泊松比
v = 常数

,

但其

杨 氏摸量在区域口
:和口:

取不同的指数函数
:

E :
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裂纹面上作用有对称的压力P(x )
,

而位移越过



两非均匀半平面粘结的非均匀平面的裂纹问题 179

粘结线时保持连续
.

可 以 指 出
,

这一问题可使用上面的两个基本解求解
.

根据对称性
,

这

里只需分析上半平面
.

可以指出
,

区域口
:的应力函数F :

(二
, , )和区域口

: 的应力函数F :
(x

,

刃可表为以下一些形式
:

。
, 一 、
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式中m , 和” , 由方程 (2
.

3)
,

(2
.

4 )及 (2
.

5 )
,

(2
.

9 )给出
,

参数久
, = 久, (a

,

占) = 。, + :
(a

,

占)
,

未知

函数B ,
(a )和C ,

(a )
一

可用粘结线上的联结条件确定
.
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,
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区域口 : 中的应力和位移可使用应力函数F
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,和D Z是一种刚体位移
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它们可使用求导将其除去
.
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则未知 函数B式a )和C ,
(a )即可决定下来

,

将它 回代入方程(3
.
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.

7 ) 及 (3
.
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.

12 )
,

则

有用的应力便葬得
,

其 中只含有一个还未确定的位错函数 夕(t)
.

进 而 将 区 域 。 :
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则上述裂纹问题的积分方程获得如下
:
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应该指出
,

在内裂纹情形
,

未知位错函数必须满足以下位移单值的条件
:

g (t)d t= o (感{艺绝)

显然
, 方程(3

.

15) 是关于未知位错函数抓O的柯西型寄异积分方程
,

它 可使用文 比〕的

奇异积分方程的数值法求解
.

在 由(3
.

1 5) 求得函数或t) 后
,

则原来的问题便获得解决
.

四
、

应 力 强 度 因 子

解以 上积分方程(3
.

1 5)
,

可得解试O
,

再将它代入 方 程 (3
.

的
,

则 区 域 。 : 中 的应力

J , , :
(气梦)即可找出 . 在内裂纹倩形

,
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:
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所以 ; I型应力强度因子可按熟知的方法决定如下
:
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数 值 结 果

为了验证方法
,

并解释它 的应用
,

计算应力强度因子给出了一些数值例子
.
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