
应用数学和力学
.

第 1 2卷第 1 期 (19 91 l 月) 应用数学和力学编委会编
A p p li e d M

a t工z e m a t i e s a n d M
e e h a 年

; 社 出 版

动态规划中提出的一类泛函方程组公共

解和重合解的存在性定理
’

张 石 生

(四川大学
,

1 9 8 9年1 2月5 日收到 )

摘 要

本文讨论了动态规划中提出的一类更一般的泛函方程组公共解和重合解的存在性问 题
.

本又

的结果不仅包含引文〔6
,

门中相应结果为特例
,

而且也对引文【2~ 5 ]在讨论动态规划的原理 和 模

型时所提出的一类新型的泛函方程给出解的存在性条件
.

关. 润 动态规划 泛函方程组 公共解和重合解

一 已 1
.

会
.

、 J . 厂刁

动态规划方法是一种重要的最优化方法
.

在运筹学中这种方法主要用于研究多阶段决策

过程的最优化问题
.

正如 B el lm a n ,

Lee
〔‘’所指出的

,

动态规划最优化原理的泛函方程的基本形式是

f(二 )=
s o p {万 (二

,

y
,

j(T (二
, y))}

犷

(1
.

1)

其中 二 , y 分别表示状态和决策向量
,

T 表过程的变换
,

f(x ) 表具初始状态 二 的最优返回

函数
.

关
二

护方程 (1
.

]) 的求解问题 B h a k ta 和 Bas kar
a n 等分别在 [6

,

7 〕 中讨论过
,

最近

W an g 〔“
‘ 6 ’在研究动态规划的原理和模型时又引出下面一类更为一般的泛 函方程

:

f(二)=
s o p 笼H (劣

,

y
,

习(T (二
,

y ))} (2
.

2 )

其中 g 不必恒等于 f
,

甚至与f完全不同
,

由于方程 (1
.

2 )刚被提出
,

因此这类方程还未被

人讨论过
.

本文的目的是研究动态规划中提出的一类形式更为一般的泛函方程组

f(“)=
s二p {。(二

,

y) + G (x
,

y
,

夕(T (x
,

g )))}

g (“ )==
s ‘p {“(‘

,

v ) + F (二
,

,
,

f(T (二
,

g )))}
口 } (1

.

3 )

的公共解和重合解的存在性问题
,

本文的结果不仅包含 〔6
,

7 〕中相应结果为特例
,

而且也对

创刊十周年暨一百期纪念特刊( 1 )论文
.
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泛函方程(1
.

2 )给出解的存在性条件
.

这里我们称f
. , g , 为方程(1

.

3 )的重合解
,

如果

f
,
(x )=

s o p 笼。(二
,

夕)+ G (x
,

v
,

夕,
(T (x

,

夕)))}
,

夕,
(x )=

s o p {u
(二

,

夕)+ F (x
,

夕
,

f
,
(T (二

,

夕)))}
;

犷

称了
,
为方程(1

.

3 )的公解
,

如果

f
,
(二 )=

su p {。(二
,

夕)+ G (x
,

g
,

f
,
(T (x

,

y )))}
,

犷

f
,
(x )=

s o p 义“(x
,

夕) + F (二
,

,
,

f
,
(T (x

,

y)))}
.

犷

二
、

一个公共不动点定理

我们 称函 数 甲(t)
:

〔o
,

oo ), 〔o
,

oo ) 满足条件 (中)
,

如果它是不减的
,

上半连续的
,

且

切(t )< t ,
V t > 0

.

引理2
.

1 (〔9
,

1 0〕)
.

设沪(t)
: 〔o

,

oo ), 〔o
,

oo )满足条件(中)
,

则

( i ) 对一切t》o ,
lim 甲ft

(t )二 o (甲
ft

(t)表沪(t )的
n
次迭代 ),

( 11) 对任一满足条件t” 十 , ( 甲。
,

)(
, = z

,

2
,

⋯ )的非负实 数 序 列 {t
,

}
,

有 t,

, o ;
特别

当 t《甲(t)
, t》 O时

,

则t = 0
.

定理 2
.

1 设 (X
,

d ) 是一完备的度量空间
,

设 函数 小 (tl
,

八
,

九
,

九
, t刃

:
〔o

,

oo )
‘

,

[ 0
,

oo )对每一变量不减
,

关于九是上半连续的
,

而且存在满足条件(中)的函数 甲(t)
:

[ o
,

、 )

” 比
,

co )
,

使得
巾(t

,

t
,

t
, a t ,

bt )( 沪(t) (V t》o , a + b = 2 , a ,

b = o
,

z
,

2 )
.

再设 A
,

T
:

X 、X 满足条件
:

对任意的二
,

汇X

d (A x ,

T y)( 由(d (二
,

夕)
,

d (二
,

A x )
,

d (夕
,

T 夕)
,

d (x
,

T y)
,

d (夕
,

T , ))

(2
.

1 )

则A
,

T 在X 中存在唯一的公共不动点
.

证 (一 )
.

先证公共不动点的唯一性
.

设 戈 , ,

y , 〔尤是A
,

T 的两个公共不动点
,

于是由(2
.

1) 得

d (二
, , g ,

)= d (A x . ,

T v ,
)《少(d (二

, ,

y ,
)

, o , o ,
d (二

, ,

g ,
)

,
d (二

, , 夕,
))

《中(d (二
, , 夕.

))

引用引理2
.

1(11)
,

即得 二 , == y, .

(二) 下证公共不动点的存在性
.

任取丸〔X
,

定义序列体
,

}如下
.

‘ : · 十 , = A x :一 ‘ : · 十 : = T ‘ : . + :
(
”= o

,

1
,

2
,

⋯ ) (2
.

2 )

现证 {x .

}是X 中的 C a
讹hy列

.

事实上
,

( 1 ) 当”是奇数时有

d (二
, , 二 , 十 :

)= d (A 二一 : ,
T 二

。

)

( 巾(d (劣
。 一 : , 二 .

)
,

d (二
, 一 : , 二 。

)
,

d (二
。 ,
二 . + :

)
,

d (二
, 一 , ,

二 . 十:
)

,

0 ) (2
.

3 )

由上式易知 d (二
. , ‘ . 十: )《 d (‘一 : , ‘ .

)
,

代入 (2
.

3 )化简得
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d (戈
。 ,
二 。

一

卜1
)( 中(d (二

。 一 , ,
二 。

)
,

d (二
, 一 : ,

x ,

)
,

d (x
” 一 : ,

x
,

)
,

Zd (x
。 一 1 ,

二 ,

)
, 0 )( 甲(d (二一

: ,
二 .

))

( 2 ) 当n 是偶数时
,

一样可证

d (二
。 ,
二 。 + ,

)《甲(d (二
。 一 : ,

二
,

))

因而对一切
n
(
n = 1

,

2
,

⋯ )都有d (劣
。 ,
二。 十 :

)成甲(d (x
。 一 : ,

x ,

))
.

于是由引理2
.

1得知

lim d (二
。 ,
二 . 十 :

) , 0

(2
.

4 )

(2
.

5 )

协 - ) C心
(2

.

6 )

由(2
.

6 )仿〔驹中定理 1 ,

可证 {石 }是X 中的 C a u ch y 列
.

因X 完备
,

不妨设 二。

。 x , 〔X
.

现证二
, 是A

,

T 的公共不动点
,

事实上
,

如果 x , 今 T x , ,

于是 由(2
.

1) 有

d (x
, ,

T x ,
)簇d (x

, ,
x : 。 + 1

) + d (A x : 。 ,

T 二二 )

簇d (二
二 , 二 : 。 + :

)+ 少(d (x Z , , 二 ,
)

,

d (二
2 。 , x : 。 十 :

)
,

d (x
, ,

T 二 ,
)

,

d (二
: , ,

二 ,
)+ d (二

* ,

T x ,
)

,

d (x
, ,

x : 。 + :
)) (2

.

7 )

因x 。

、 x , ,

故存在正整数
”。,

当称> ”。时有

m a x {d (x Z , ,
二,

)
,

d (x a 。 ,
二 : , + :

)}< d (二
, ,

T x ,
)

于是当 , > n 。时
,

由(2
.

7 )得

d (x
, ,

T x *
)《d (x , ,

二2 , 十 ,
) + 必(d (二

, ,

T x ,
)

,

d (x
, ,

T 二,
)

,

d (x
, ,

T
.

、,
)

,

Zd (二
. ,

T 二 .
)

,
d (x

, ,
二2 , 十 :

))
.

由假定必关于第5变量上半连续
,

于上 式右端让
n 0 00 取上极 限即得

d (二
, ,

T 二 .
)《必(d (二

二 ,

T x ,
)

,

d (二
。 ,

T x .
)

,

d (x , ,

T x ,
)

,

Zd (二
, ,

T 二,
)

,

o )( 甲(d (x , ,

T 二 ,
))

.

由引理2
.

1得劣, 一T x , .

矛盾
,

由此矛盾知 x , = T 劣, .

同 理可证 x , = A x ,
.

证毕
.

注 若 小一 中

(
‘1

,

‘2
,

‘3
,

才一+ 才s

时
,

则定理2
.

1中孕关于九的上半连续性可去掉
.

三
、

公共解的存在性定理

在本节和下节我们处处假定X
,

Y 是 B a n
ac h 空间

,

R = (一 oo
, + oo )

; S C X
,

D c Y

分别是状态空间和决策空间 , 设 B (S )是定义在 S 上的一切实值有界函数全体 的 集 合
,

在

B(S )上赋以距离

d (h
,

k )=
s住p !h(x )一庵(劣 )} (3

.

1 )

则(B (S )
,

d )是一完备的度量空间
,

再设T
:

S x D , S表过程的变换
,

而“ :
S x D , R

,

G
,

F : S x D x R , R 是三个给定的函数
,

在本节我们将讨论泛函方程组

f(x )二
s o p {u (x

,

夕)+ G (x
,

g
,

夕(T (二
, 夕)))卜

梦〔 D

夕(x )=
s住p {“(二

, g )+ F (二
,

g
,

j(T (劣
, 夕)))卜} (3

.

2 )
犷之 D

在B(S )中公共解的存在性
.

论
.

我们有下面的结果

关于方程组(3
.

2 )在 B (S ) 中重合解的存在性
,

我们将在下节讨

定理3
.

1 设
“ .

G
,

F 满足条件
:
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( i )

(11 )

“ ,

G
,

F 是有界的 ,

对任意的(二
, 夕)〔S x D 和任意的h

,

徒B (S )
,

}G (x
,

y
,

h(x ))一F (x
,

y
,

庵(x )) }
‘

《中(d (人
,

k )
,

J(几
,

A 八)
,

d (庵
,

P 左)
,

d (h
,

P寿)

尸k由下面的式子定义
:

A 人(二)=
so p {“(x

,

v) + G (二
,

v
,

几(T (x
,

v)))}
梦〔D

P k(x )=
s u p {“(x

,

g ) + F (x , g
,

k(T (x
,

v)))}
沙任 D

d (k
,

A I‘)) (3
.

3 )

其中 A h,

(二〔S ) (3
.

4 )

(x 〔S ) (3
.

5 )

而中满足定理2
.

1中所述条件
.

则方程组 (3
.

2 )在B (S )中有唯一的公解
.

证 首先我们指出
,

由假定
, 。 ,

G 和 F 有界
,

故由(3
.

4 )和(3
.

5 )定义的A
,

尸是B (S )上

的自映象
.

任取h
,

k〔B (S )
,

令

叻1(x )= A h(x )
,

功
2

(x )= P k (x ) (x 〔S ) (3
.

6 )

于是对任给的x ( S和叮> O,

存在y , ,

协〔D
,

使得

沪: (x )<
u
(x

,

v l
) + G (x

,

夕, ,
h(T (x

,

g ,
))) + 刀 (3

.

了)

叻
2

(x )<
u
(x

,

夕2
) + F (二

,

夕2 ,

k (T (‘
,

夕2

))) + 粉 (3
.

5 )

但因 砂1(“ )》
“
(x

, 夕:

)+ G (‘
,

y : ,

h(T (“
,

夕:

))) (3
.

9 )

沪: (x )>
。
(二

,

y:
)+ F (二

,

yl
,

k(T (x
,

yi
))) (3

.

1 0 )

于是由(3
.

7 )和 (3
.

1 0 )得

功: (x )一叻
:
(x )< G (x

,

g : ,

h(T (x
,

g :
))一 F (x

,

夕, ,

存(T (二
,

v ;
)))+ 刀

簇中(d (h
,

k)
,

d (h
,

A h)
,

d (k
,

P k )
,

d (h
,

Pk )
,

d (k
,

A h)) + 刀

(3
.

1 1 )

另由(3
.

8 )和(3
.

9 )得

功: (x )一功
:
(戈 )> G (x

,

y : ,

h(T (二
,

v :
)))一F (二

,

夕: ,

k (T (x
,

夕:
)))一 泞

> 一中(d (h
,

k )
,

d (h
,

A h )
,

d (k
,

P k)
,

d (h
,

P寿)
,

d (k
,

A h)) 一刀

(3
.

1 2 )

由(3
.

1 1 )和 (3
.

1 2 )即得

d (A h
,

p k)= d (价
, ,

价:
)=

so p l沪:
(x )一价

:
(x )l

簇必(d (h
,

秃)
,

d (人
,

A h )
,

由于冲> 。的任意性
,

即知

d (A h
,

Pk )( 少(d (h
,

掩)
,

d (h
,

A h

d (存
,

摊)
,

d (h
,

P庵)
,

d (众
,

A h )) + 刀
.

)
,

d (寿
,

P k )
,

d (h
,

P 左)
,

d (k
,

A h))

(V h
,

k〔B (S ))

于是由定理2
.

1知A
,
尸在B (S )中存在唯一公共不动点

,

即存在j
, 〔B (S )

,

使得

j
.
(x )=

s ‘p {。(二
,

y ) + G (x
,

v
,

f
,
(T (二

,

, )))} (x 〔S )

J ,
(x )=

s o p {u
(x

,

g )+ F (x
,

g
,

f
,
(T (x

,

g )))} (x 〔S )

定理证毕
.

注 当G 三F 时
,

定理3
.

1给出泛函方程 (l
.

1) 之一存在性定理
.

另外 当 G 三F 时
,

定理 3
.
1 也改进了

【目中的主要结果
.
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四
、

重合解的存在性定理

在本节中我们将讨论泛函方程组 (3
.

2 )在B (S )中重合解的存在性
,

这里有关X
,

Y
,

s,

刀
,

T
, “ ,

G
,

F 和B (S )的 意义和所满足的条件与第三节中的相同
.

我们有下面的结果
.

定理 4
.

1 设 。,

F
,

G 是非负的且满足下列条件
:

( i ) l}T (“
,

y)}1( 甲({lx ]l)
,

V x 刃〔S x D
,

其 中 切 : 〔o
,

OO )。 [ 0
,

OO )不 减
,

而且对每

一t > 0
,

乙护(t) < OO ;

( 11 ) 0簇 u
(戈

,

夕)《 11二 11(V 二
,

y〔S x D )
;

(111) 0 ( {G (二
,

y
, 二
)

,

F (二
,

y
, 二
)}( }

二
! (丫(x

,

y
, 二
)〔5 x D X R )

;

(iv ) 对固定的(x 刃)〔S x D
,

G (x
,

y
, ·

)和F (“
,

夕
, ·

)是不减的和连续的
.

则泛函方程组(3
.

2 )有重合解
.

证 取 g 。

(二)=
s u p {u (x J )}

,

并定义序列勿
: ,

}和义f
: , 十 ; }如下

:

夕〔口

夕: .

(二)=
so p {“(x

,

g )+ F (x
,

g
,

f
:

一 ,
(T (戈

,

夕)))} (
。> ] )

, D

(4
.

1)

f
: ” 十 :

(二 )==
s u p 笼u (x

,

夕) + G (戈
,

梦
,

g : .

(T (x
,

夕)))} (
n ) 0 ) (4

.

2 )

由定理的假设条件易知对每一二〔S

g 。

(二 )《 g :

(二)簇⋯《 夕: : 二 一 : )
(二)《夕: .

(x )簇⋯

f
i
(二)( f

s

(二)成⋯《f
: (, 一 、) 十 1

(二)( f
: 。 十 :

(, )《⋯

下证对任一 x 〔S
,

序列勿
2 。

(二)}和 {f
: 。 十 1

(x )}都是有界的
.

事实上
,

对任给的 x 〔S
,

n二 l簇a
.

由条件(11) 知

o( g 。

(‘)《 11戈l

另因
o《

u
(劣

,

g ) + G (二
,

,
,

g 。(T (x
,

夕)))《行劣肠+ 夕
。
(T (二

,

梦))

簇 l}二 }1+ IIT (x
,

g ) !}《 }{二11+ 切(}}二 }})
.

(4
.

3 )

(4
.

4 )

(4
.

5)

1
o( f

:
(二)《 E 中‘

(l{二 {I) (4
.

6 )

得因故又

o簇 u
(二

,

梦)+ F (x
,

v
,

f
,
(T (二

,

g )))簇 I!二 l{+ f
,
(T (二

,

g ))

l 2

(由 (4
.

6 ))簇 }}x {{ + 乙 甲‘
(l}T (二

,

v ){l)簇艺 甲‘
(}lx l{)

-

故得

o簇夕2
(二)《乙 甲‘(Ux l!) (4

.

7 )
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由归 纳法一般可证下列两式成立
:

o簇f
: , + :

(x )簇 乙 甲‘(lx j{)
,

o《 g : .

(二 )簇乙 甲‘(}}二 11)
.

由条件(i)得证对每一二〔S
,

{g : 。

(二 )}和 {f
: . 十 :

(x )}都是有界的
,

于是 由(4
.

3 )和 (4
.

4 )不妨设

f
: , 十 :

(二 ), f
井
(x )〔B(S )

, 夕: ”

(x )、夕
.
(x )〔B (S )

.

下证户和g 件是 (3
.

2 )的重合解
,

事实上
,

因
。
(二

,

夕) + G (‘
,

v
,

夕: 一

(T (,
,

v )))簇f
: . + 1

(x )镇f
朴
(x ) (4

.

8 )
。
(二

,

v )+ F (二
,

,
,

f
:

一:
(T (x

,

夕)))《 g : 一

(x )( 夕补(x ) (4
.

9 )

于上 两式中让
n * OO

,

引用条件(iv) 即得
。(二

, y )+ G (x
,

y
,

g 价(T (二
,

y )))( f
资
(二) (二〔S ) (4

.

1 0 )
。
(二

,

, )+ F (二
, y ,

f
朴
(T (二

, y)))《夕
朴
(x ) (二〔S ) (4

.

1 1 )

令

M (x )=
s o p 王“(x

,

y )+ G (二
,

y
,

g 关(T (x
,

y )))卜
,

N (二 )=
s往p {。(二

,

梦) + F (二
, 夕,

f
补
(T (二

,

, ))) }
.

梦任D

由(4
.

10 )和 (4
.

1 1)得

M (二)《f
补
(二 )

,

N (二)《 夕资(二) (二〔S ) (4
.

1 2 )

另对任给的劣〔S
,

及任意的正整数”和任 意的, 〔刀
,

有

“(‘
. v )+ G (二

,

, , g : .

(T (x
,

g )))

簇
。
(x

,

y)+ G (二
,

y
, g 价(T (二

,

y )))簇M(x )
,

“(二
,

, )+ F (二
,

,
,

f
: 一 :

(T (二
,

, )))(
“
(二

,

, )+ F (二
, g ,

f
.
(T (‘

,

g )))

《N (劣)
。

由上二式即得

f
: 一 + :

(二)《M (x )
,

乳
一

(二)《N (二) (二口) (4
.

1 3 )

于上 式中让
n , oo

,

即得

f
朴
(二)《M (劣 )

, 夕份(二 )《N (戈 ) (戈〔S ) (4
.

14 )

结合 (4
.

12 )和(4
.

14 )即得

f
份
(二)== M (二)=

s 二p {“(二
,

v )+ G (x
,

,
,

g 芳(T (‘
,

v)))}
,

y赶 D

夕祷(, )= N (x )=
s住p {。(二

,

梦)+ F (二
,

y
,

f
朴
(T (二

,

夕)))}
.

, 〔 D

即了
. , g 份是方程(3

.

2 )的重合解
.

定理证毕
.

注 由定理4
.

1
,

顺便即可得出关于泛函方程(1
.

之)解的存在性定理
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