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用摄动法和有限条法分析矩形板的大挠度

苏旭明 赵祖武

(天津大学
,

1 9 9 0年 1 月 1 9 日)

摘 要

本文将摄动法和有限条法结合起来进行矩形板的大挠度弯曲分析
.

用摄动的概念
,

将非线性

微分方程组化为一系列线性微分方程组
,

然后用有限条法解这些线性微分方程组
.

关妞饲 矩形板 大挠度 摄动法 有限条方法

用有限条法分析矩形板的线性问题
,

有方便可靠
、

计算量小等优点
〔’〕.

但直接用有限条

法作非线性计算
,

却较繁复〔“’.

本文用摄动的概念
,

将矩形板的大挠度弯 曲方程组化为一系

列线性微分方程组
,

然后用有限条法求解
.

因此
,

在非线性分析中
,

发挥 了有限 条 法 的 特

长
,

为有限条法解非线性问题提供一条新途径
.

一
、

薄板的大挠度方程及其摄动

如图 1 所示
,

矩形板在横向外力 q 作用下发生弹性变形
,

产生位移
u , v , 叨

.

若材料正

交各向异性
,

无量纲化后的大挠度弯 曲平衡方程可写为
:
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上述各弹性常数的意义和无量纲过程见〔们
.

以板的中心挠度为摄动参数
,

即定义
: ‘= 砰(1 2八 1 / 2 ) (1

.

4 )

并将所力尸写为尸= 甲P权G
, 冲)

,
其中 P关 和中分别表征载荷的分布和大小

,

然后
,

展开 U
、

犷
、

牙和中如下
:

才 = 乙 功 ‘“ , 。, ,

U 二 乙
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注意到展式(]
.

5 )和摄动参数的定义(1
.

4 )
,

在(1
.

5 )两边同时 取 点(1/ 2
, 1/ 2 )的值

,

比

较两边
〔
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,

应有
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把摄动展式(1
.

习、(1
.

5) 代入(1
.

]
_
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3 )
,

令所得方程两端同幂次
(

的系数相等
,

得

一系列摄动方程组
:
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(护(

n 一 1 )的二次或三次多项式
,

当 n “ 1 11寸为零
,

故在计算中是 已知量
.

具体表达式见文献〔5 〕
.

很明显
,

(]
.

1 1) 和(1
.

12 )相当外力f
。 ;和了

。 ,
作用下的平面应力问题

,

(1
.

1 3 )是板的线性

弯曲问题
,

适当的边界条件下
,

它们的解是带参数 q ‘”的函数
,

而口“由式(1
.

9 )或(1
.

10 )确

定
.

所以式(1
.

9 )、(1
.

13 )唯一确定展式(1
.
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.

8 )中各项
,

是摄动的全部结果
.

我们指出
,

式(]
.

.

1 1 )、(1
.

13 )是性线微分方程
,

用多种方法可求得其近似解
.

但就本文

研究的矩形板
,

有限条方法有独到的优点
:

简单方便
、

计算量小
,

便于在微型机上解决较为

复杂的问题
.

因此
,

我们在下节弓队有限条方法
.

二
、

摄 动 有 限 条

上节的分析
,

将大挠度 问题归结为平面应力问题和板的线性弯曲问题
.

用有限条解这些

问题
,

前人工作很多
.

此处用位移法
〔‘’.

如图 2 ,

将板分为
:
条

.

设其中第娜条上的第
n 次摄动的位移函数为

:

八《弓
。(, , 一

公
: : {(

, 一 ; ) + 娜互
」X ·

(。,

分
‘,

价
‘

(2
.

1 )

//s’

i(
1
一酉)+

。
t百〕Y

.
(刀)

但加
.
兄

一一口

咬峪 j/s)

(a)

翻 2

伪》
(2

.

2 )
有限条的分法及愈义

田 (. ) 二名 [ (1
.

一 3百2 + 2酉.
),

) (”

尝+ 亡(1 一 2万+ 互“)8



用摄动法和有限条法分析矩形板的大挠度

(份) (,

+ (3 互
“
一 2互3

)田莞十《百
2
一互)0

)

莞〕2
.
(叮) (2

.

3 )

式中 提
, 条上的局部坐标

,

见 图2(b )
.

擒
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。
次摄动时第 , 个 有限条上

,

相应于。方

向第 k 次展开项的在 了条边上的有关值
.

、.了、声一�J内匕

:

根据〔1〕中推导
,
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式中 K
, ,

K 。 是平面应力问题和薄板弯 曲问题的刚度矩阵
,

p 是 p . 引起的夕}力 向量
,

F‘” , 对应 ( 1
.

u ) ~ ( 1
.

13 ) 中的f各项
.

T 是转置符号
.

( 2
.
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G ( 协,和

G ‘“ ,和 F冈 的程序实现 比较 困难
.

f
” 。各项是

。‘” ( , 《 n 一 l) 等的二或三次多项式
.

乘上虚

位移后 积分才得G ‘“ ’和 F‘
” , ,

被积函数是u(
y, 等的三或四次多项式

.

在我们编制的程序 中
,

相

应于不同的边界条件
,

X
,

(的等选用三角函数
, 冲方向求出其积分精确值 , 在 雪方向

,

因是雪

的多项式
,

用高斯积分
.

这样
,

既保证精度
,

也较简单
.

三
、

计

根据上 两节的思路
,

我们编制了程序
,

计算结果比较
,

外载取均匀分布
,

并P气岛

例 1 四边固支各向同 性板
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算 实 例

在工BM / PC机上算了一些实例
.

为了和现有其它
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:
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先算方板
:
几~ 1

.

若将计算结果写为中心挠度
〔

和载荷系数甲谷的关系式
:

甲苦 = q ‘, , 、+ 口‘习, ‘8 ( 3
.

1 )

式中 甲补 = 2斌万口
·

(a / 2 )4/ 刀h
,

则相应于不同有限条数和珍向级数取法的丫
‘)
和q 柳列于表 1

.

表中同 时例出文〔3 ] 的结果
.

〔3」中结果是用摄动法求得
.

摄动 中用待定系数的多项式求

解线性微分方程
.

表中结果说明
,

本文结果与文口〕相近
.

但是
,

用文〔3〕的方法
,

当外载或

边界条件复杂时
,

计算会很繁
.

这时
,

本文方法的优点就显示出来了
.

表 1 四边固支方板的计算结果
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条 数
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4 0
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文〔3 1中的结果 5 0
。

38 15 1 2
。

0 3

对矩形板
. a 簇 b

.

取人= 1/ 2和久~ 2 / 3为例
.

计算中有限条取 6 条
, 刀方向级数取 4 项

.

计
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算结果示于图3
.

例 2 简支各向同性板
.

材料与例 1 相同
.
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:
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固支矩形板的裁荷烧度曲线 圈 4
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简支板的旅待烧度曲线

几二 1时的计算结果示于图4
.

有关本文更详细的结果和讨论参见文〔5 ]
.
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