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摘 要

本文研究了极限方程为椭“
一

抛物的四阶椭 , 型方程 一‘“2· + 。器
+

黎
+ a (二

,

。)
斋

+ “(二
,
。)

一

器
+ 、二 ,

,
卜

。的奇摄动问题
,

其中·为正的小参数
,

, 为正的实数
,

△为拉普拉斯算

子
,

a’ b
, c 充分光滑

.

在适当的假设下
,

导出可解性的充分条件
,

证明了解的存 在 和给出任意

阶的一致有效的渐近解
.
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一 日石 健绪
、 J 口 杯习

作者
〔‘’曾在苏联的科学导师指导下研究过极限方程具有奇性的 二 阶 常 微分方程的奇摄

动
,

随后
,

导师指出可把结果推广到二阶偏微和高阶常微和偏 微 的 问题上去
.

1 9 8 8年
,

作

者
〔2 ’又解决了极限方程有奇性的二阶向量常微分方程的柯西问题

.

由于偏微 问题比较复杂
,

此项工作未获进展
.

近年来已出现 了很多极限方程带奇性 (或转向点 ) 的二阶椭圆型方程奇

摄动的文章
〔3 一“’,

本文在此基础上探讨极限方程为椭圆
一

抛物的四阶椭圆型方程边值问题
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的奇摄动
,

其中口为由O 二 轴 (y = 0) 上的一段厂
, = 〔一 R

,

R 〕和位于半平 面 y> 0
.

上的半圆周

厂: 二斌 扩十犷 < R 所围成的半圆域
,

R 为圆的半径 ; a口= 厂 ,
U厂

2 , ‘
为正的小参 数

, ” 表

示口口的内法线
。
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外部形式渐近解

首先
,

假定下列条件成立
:

(H
:
) a( x

,

夕)
,

b( 二
,

y )
,

c( 二
,

y )关于其变元在区域习中为充分光滑 的 函 数
,

a( 二
,

o )的

符号随m 的大小而定 (即由稍后退化问题的要求而定 )
.

设问题(1
.
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、
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.

2 )的外部解具有如下形式的渐近展开式
:
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上面和往后 出现的具有负下标的项认为是零
.

众所周知
,

如果条件 (H , ) 成立
,

则方程 (2
.

2) 在半圆域 习 内有唯一解
,

只要 卜
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并且这个解在舜上连续
,

它在边界上取f的函数值 (参看〔6 〕)
.

曾有人发现
,

如果方程 (2
.
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方程 (2
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2) 在 口 上的一个有 界而且连续的解

u0 (二
,

妇就唯一地由函数u0 (‘
,
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:
= 斌
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分而f < R 上的值所确定
,

即 仅由在区域

口的那部分边界上 (在那里方程 (2
,

2) 是椭圆型的) 的值所确定
〔7 , .

当y = o时
,

方程(2
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显然是抛物型的
.

关于方程 (2
.

2) 的其他的一些边值 问题
,

特别是与椭圆型方程 第二 边 值问题的相类似

的问题都 已经有人研究过
〔“’.

而方程(2
.

31 )的第一第二边值问题解的存在和唯一的证明可见

文〔9 ]
.

因此
,
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.
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u ‘
(x
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三
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边界层函数

由 (2
.

1 ) 式决定的外部解
,

一般来说并不完全满足边界条件 (1
.

2 )
,

因此 我 们需要 构

造边界层 函数来补足失去的部分边界条件
.

首先
,

我们在 几 的邻域构 造 边 界 层 函 数
,
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,
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, a 艺/ a犷

,
⋯

, a 4

/ a少j 将夕和 , 分别 替换成 x 和氛

又得到a4
/a 扩

.

在三变量h
,

占
, 刀下

,

微分算子L
.
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:
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假设边界层 函数具有如下展开式

犷、。,
(
v 。+ 。v : + ⋯ + 。‘。‘+ ⋯ ) (3

.

1 )

用犷代换( 1
.

1 )式所对应的齐次方程中的
“,

令
。
的同次幂的系数相等

,
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,

1,
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.

2) 式可以看出
,

若取g( 二
,

y )为非线性一阶微分方程
:

此 十 此 = 斌
一

j轰下亦万满
足条件川

: : = o , g > o在 r : 的邻域的解 (其存在性的证明类似于文〔10〕)
,
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.
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:

口
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.
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其中 c. 为任意函数
.

将儿代入 (3
.

3) 式 (取‘二 l)
,

令其右端为零
,

我们得到确定 c 。的线性一阶微分方程
:
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.

将v0 和vl 代入 (3
.
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,
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,

又得到确
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,
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.
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,
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,
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:
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k二(R 份s in “
+ ,甲+ e o s名甲)

’‘,

显然
,

a 么田 。
/ a产是边界层型函数

.

再由

2
,
⋯ )

, a , 。‘
/ a

r “
也是边界层型函数

.

因此
,

我们便构造出原问题 (1
.

1 )
,

(1

(5
.

1 2注)和 (3
.

] 3 1) 可依次求得w 。
(,

,

甲)(f= z
,

2) 的解
“ 的形式渐近展开式

:

。、E (
u 。+ 。2公‘+ 。, 幼 ‘

)
。‘

(o<
。<< z )

其中 公‘= 口
2

(v)
。‘, 功‘= 口1(

r
)w

‘, q :
(
r
)

, 口:
(v )是无限可微 的函数

:

(当0 ( y( y。/ 3 )
, 、 , ,

_ _

、 2
、

气白 V
,

多 下
一

y o 声
O

曰.上八“Zlreeee
、

一一
、.产

g
户
‘
、

叽
r

2一3
李r

fl (当
9 1
(
r
)= 嘴

to 戈当

0《r《
r 。
/ 3 )

,

)

四
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余项估计

若 Z N 表示。和U N 的余项
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‘+ 。2劝‘)
。‘
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极限方程为椭国
一

抛物的四阶椭国型方程的奇摄动

则艺二满足下面的齐次边值问题
:
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