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摘 要

本文用圆型限制三体问题的Jac
o
bi 积分来建立一个能确定卫星是否稳定的测检函数

.

凡是对其

主行星所作的瞬时椭圆轨道要素巳知的卫星都可检定其稳定性
.

对于作准圆形轨道运动的卫星
,

我们可用电子计算机来求出它的稳定域
.

这域的界面是一个近

似的扁椭球面
.

这闭面所包围的空间比
.

引力作用球
.

和其相应的卫星区的
“

H il l 曲面
”

要小得多
.

由于卫星对其主行星的相对动能表示式对顺行和逆行轨道两者形式相同
,

所以两者可 以在卫

星的稳定域中同时存在
.

关健饲 瞬时椭圆轨道 轨道要素 引力作用球 准圆形轨道

一
、

适用于卫星的 Ja c o b l积分

本 文是 〔1〕的续篇
.

两者 内容密切相关
.

为了研究卫星的运动
,

我们必须将原点移到卫星的主行星的 中心上
,

由此须用坐标变换

式 :

戈二X 一 (1 一 U )
, 夕二 Y

, 二二 Z (1
.

1 )

其中坐标系O二y : 的原点O是行星的中心位置P
,
二轴沿S尸

.

将 (1
.

1) 代入〔l」中(1
.

3 )
,

求得适

用于卫星的Ja co hi 积分
:

T
,

1 一 U

斌 r ‘十 Zx 十 1

U

T

(x + l一 U )
: + 夕名

2

其 中 r = 材
一

产平犷千了” 0 5
,

即白行星中心0 至卫星S 的矢径长
.

一万 ~ o (1
.

2 )

对卫星仍取H = 犷:
(见表2)

.

二
、

卫星的相对动能表示式

因卫星至行星的距离远小于太阳和行星的距离
,

而且卫星区的空间又较小
,

所以太阳在

卫星区的引力 场近似于均匀力场
.

这样我们把卫星区的引力场看成只有其主行星 的 中 心 力
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场
.

于是卫星对其行星的轨道在短时间内是个椭 圆
.

卫星对行星的相对速度
v ,

可写为r Z’

v 李= 。圣a 要(2 /
r 一 1 /

a ,
) (2

.

] )

其中。 , 是卫星绕行星的平均角速度
, a : 是卫星轨道的半长径

.

现在选卫星的远行星点作为测

试点
,

则 , = a ,
(1 + e)

.

将它代入(2
.

1) 得
“季= 。荟a 彗(1 一

。
)/ (企+ e )欲功 ;

a
丢K

Z

(2
.

2 )

式中K
“= (1 一e) / (1 十 e)

.

于是相对动能可表为

鑫此K 丫m 。、
2

(2
.

3 )

。是行 星绕太阳的平均 角速度
, 。 是行星的半长径

.

应用刻 卜勒第三定

曰
沉!2

一一T

式中二为卫星的质量
,

律
:

G (M + M
,
)二。

Za ”,

G (M
,
+ m )二 。奎

a 要

T
,

成为

T
,

G (M
, + m )

ZG (M
; + M )

鱼
一

尸 _

琴尸‘
: 十
劣

一

、
口 8 乙r \ 止y1 尸 /

(2
.

4 )

一般m 《M
尸 ,

此时T
,

简化为

T
,

* U K 么
/ Z

r

、
2

.

4 )可用于地月系统
,

因对地月有m /M
, ~ 1 / 8 1

.

3 0 0 7
.

(2
.

5 )

三
、

卫星的稳定性测检函数及测检实例

现在我们定义下式为测检卫星稳定性的函数
:

F = T
, + 犷 一犷1

。 _ U K 乍
, .

m 、 1 一 U U (x + 1
_

一 U )
“+ 夕之 。

即 厂 = 二若三【 1 + j 于
一

)一
,

f 是于
: 一 ;

一 ~ 一
~

兰
止 二子 左

一 沙 一 犷; (3
.

1)
2r 、

‘ ’

M
, / 斌 r恋

千豆元+ 1 r Z

要卫星能长期存 留在卫星区中
,

必须F < 0
.

如果F > 。
,

卫星将有机会逃离其主行星而去
.

卫星的轨道面与O劣, 平面的交线称为节线
,

以O N 表示
.

ON 与二轴的夹角为 j
,

轨道面与

伍口面的交角为 i
,

称为倾角
.

卫星的长轴线与O N 的夹角为k
,

则有关系式 (参看图l)
:

‘= r (e
o s ke o sj一 s in ksin je

o si)

夕, r (e
o s吞s宜n j+ sin kc o sj

e o s‘) (3
.

2)

之 = r sin ks in i

(A ) 对月球的稳定性的检定

因月球和地球的质量 比为 1 / 8 1
.

30 0 7 ,

我们应该用(2
.

4 )的T
,

来检测月球的稳定性

是太阳系中卫星对主行星的质 量比最大的一个
,

现在我们有下列数据
:

太阳和地球的质量比M /M
: ~ 3 32 9 46

,

于 是 U = M
,
/( M 十M

,
)

= s
.

o o 3 4 sl x lo
一 “ , 月球的偏心率‘。。

.

0 5 4 9
,

所以K Z‘ 0
.

5 9 5 9 14 3 ,

厂l = 一 1
.

50 0 4 4 5 3 4 7
, a 。 = 3 8 4 4 0 0 k m

, a = S E = 1 4 9 5 9 7 8 7 0 k m

, ‘ a ,
/
a ” 2

.

5 6 9 5 5 5 3 x 1 0
一“

现在已知其节线作 1 8
.

6年的周期运动
〔” ,

所以我们可选 j= o
’ .

由于节线的变动
,
k也会变动

,

应用倾角i= 5
.

0 9
’ ,

(2
.

7)成为



为什么大行星可以同时有顺行和逆行卫星

x = r e o sk
, 夕= r sin 寿e o s s

.

0 9
’

现选 4个左值
,

经计算列出表 1
.

F 值都是负的
,

可见不论长轴线方向如何
,

月球总是稳定的

(B) 大行星的卫星的稳定性检定

像木星
,

土星
,

天王星和海王星
,

它们的

质量比地球大得多
,

因此它们的卫星域亦大
,

可有很多个卫星
.

这些卫星
,

有些是顺行 的
,

有些是逆行的
,

可以 同时存在于一个行星的卫

星区
.

这是 由干它们的相对动能表式 T
,

都 是

U K
Z

/ 2
: ,

形式相同
.

衰 1

h } F

一

O
。

} 一 0
.

0 0 0 19 74 3 1

6 。
·

{
一 。

.

。。。1。。。。e

9 0
。

一 0
.

0 0 0 18 7 5 18

1 8 0
’

一 0
.

0 0 0 1 9 7 4 6 5

由于大行星的卫星较多
,

我们可选离其主行星最远的加以验算
,

如果资料齐全的话
.

对

大行星的卫星都有 m 《 材 , ,

所以 T
,

可以用 (2
.

5 )
.

现在只用一例说明
.

木星的 l 号卫星
〔4 〕: e = 0

.

2 1 , ‘= ] 4 8
’

,

j= 2 0 8
’ , a 。= 2 2 5 0 0 0 0 0 k m

, a = 5
.

2 0 2 8 0 3A U

= 7 7 8 3 2 8 2 4 6
.

8 k m
,

K
Z
= 0

.

6 5 2 8 9 2 5 6 2
.

U 和犷 :
参 看表 2

.

为了简化用计算机计算的程序
,

我

们分A和B 两部分计算
.

U / K 么 _

、
, , 曰 . _ _ _ _

.

_ _

月 =
_

吸- 一石 一 1 1一 犷 1 = 1
.

4 日了1 5 4 匕吕
r 、 乙 ,

B = 一 注二互
_

_
_

_

一
少十工二U )

2

土少

丫 衬 十 Zx + 1 2

应用 (2
.

7 )的二和夕算 B
,

将 k自。
“

至 3 5 8
’

输入电子计算机
,

取步长 2
。 ,

这样我们算得的尸 = A + B

都是小于零
.

故此卫星稳定
.

四
、

准圆形轨道卫星的稳定域

准圆形轨道的偏心率
e 、 o ,

所以K
“
* 1 ,

这样F 函数更为简单
.

现在可用电子计算机算出

F 在 x , y , 二
轴上近似于零的截距

.

令夕” 2 = 0
,

得

F (x )” 一

令劣 = 二 = O ,

得

1 一 U U

!x + 1 } 2 1戈 }

_
~

J

(兰士)二U )
“

2

一犷 , , 二

岁。
, 二 < 。

(4
.

1 )

F (, )=
」一 U

一万万不石玄一
(1 一 U )

“+ , 2

2
一犷 r , y> 0 (4

.

2 )
U一勿

令 x 二夕= O ,

得

F (幻 = 一
1 一 U U (]一 U )

“

斌 )干奋
2 2 二 2

一犷 l , 2 > 0 (4
.

3 )

在原点O的附近
,

上列尸函数的曲线形式如图 2
.

F = 。,

共有 月
,

B
,
C

,
D 四点

.

对变数

的值
,

我们要的是B 和C两点的位置坐标
.

当变数的绝对值增大时
,

这两点的F 值 自F < 0变到

F > 0
.

我们可用 电子计算机逐次逼近法求出F 殆。的变数值
.

对二来说
,

有 B 和C两点
,

且恒有

}“ 。 }> {“ 。 }
.

由于对称性
,

对夕和 :
有 }夕

, {= {g 司 , }二引 = 1咨cl
.

经计算栽们得 到以 k m 为单位

的四个临界值 劣, , x 。 , 夕和 z ,

如表 2
.

我们看出它们的大小顺序是 }“
, !> x 。> 梦> : .

根据表2 ,

我们可以肯定
: < 二

的卫星一定是稳定的 , 倾角 ‘小的卫星
, ; < 夕的 卫 星也是
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稳定的
.

但是我们不能
一

肯定 r> !x , !的卫星一定不稳定
.

例如
,

我们在 仁一节 (B )中已经 说 明
,

木卫 l 是稳定的
,

但是 a 召 ~ 2 2 5 0 0 0 0 Ok。> I二
, I= z s z soss lk m

.

由于超出这临界曲面的卫星仍可能是稳定 的
,

我们应该再作出卫星区的H 川 曲面
,

由于

T
,

= 0, 所以 H ill 函数的尸函数为

F ~ 一
1 一 U U (x + 1一 U )

“ 一

卜y
“

斌 产千厄又干丁 2
一 F l (4

,

4 )

对于(4
.

4 )
,

我们同样可以求出H ill 曲面 在x
,

夕 , z 三轴上的截距
.

它们的值 比表2的值大

得多
.

现在只对地球绘出两种截 面 的比较
.

图 3 中实线表示 H ill 曲线
,

虚线表示圆形轨道卫星

的临界曲线
,

图中的小圆圈表示月球的位置
.

可见月球是稳定的
.
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