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摘
一

要 一
:

本文对极正交各向异性画板在任惫轴对称载荷和边界条件下的非线性弯曲问题进行了较为 系

统的研究
.

首先
,

将边值问题归结为等价的柳分方程
,

并且借助于广义函数得到了线性 问题的一

般解答
.

其次
,

对导出的非线性积分方程解的性质作了较为细致的讨论
, 、例如边缘皱褶

,

非 负性

和奇性等
.

然后
,

构造了解的双边单调迭代格式
,

并给出了迭代格式的收敛性判据和误 差估计
,

同时还讨论了解的全局存在唯一性
·

最后
,

给出了一个数值例子来说明本客方法和结论的应用
·

本

文某些结释由作者新得到的
·

;
·

‘
卜

_ -

一

一
关。润

、

非线性弯曲 定性分析 单调迭代解 收敛性判据 全局唯, 性
、

误差估计

一
、

引 一 言

随着科投的发概
:

塔向
;异性板壳的非线性分析已引起人们的广泛兴趣

「
畏七 但是

,

有关极
正交各向异性圆

‘

板斗溅性弯曲的文献是相 当有限的
, ·

文 仁幻 用摄动按和
「

变分法得到了近似解

析解
,

文〔1〕
,

〔3〕
,

〔4〕分别用Ch e b叉sh e ,
多项式

,

配置法和打靶法给出一些数值解
.

文〔们还

研究了解的某些定性性质例如边缘皱褶和唯一性等 ; 文 〔5 : 在各向殉性的情形下曾研究过边
缘皱褶现象

, 〔6」和〔7」也曾指出过这一现象的可能性
.

文〔8」和 [9 了曾讨论过解的 唯 一 性 问

题
.

上述工作仍均局限于某些特殊载荷和边界条件情形
.

文〔1 0〕给出了各向异性情形下一个

较为系统的分析
, - ·

一
’

-

-

本文对极正交各向异性回板在任率轴对称载荷和二般斗界条件下的非缘性弯电问酗行
了较为系统的研究

.
‘

首先
,

应用常。n
‘

K云 m 么n 板理论和广义函数的性质
,

将问题归结为二个

藕合的二阶非线性常微分 方程的两点边值问题
.

常见的边界条件仅依斡于两个边缘约束参数
的选择

.

在有局部载荷作用的情形下上述边值问题的古典解将不存在
,

因而有必要研究其广

义解
.

为此
,

将 问题转化为研究一个 H a o m o r s te in 型的等价积分方程 : 在物理和几何参数

煦允许值范围内积分核是非负和非奇
_

异的卜线件问题的解可利用广义函数的性质给出其解析

.

叶开沉推荐
。
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表达式
.

其次
,

定性地分析了非线性积分 方程的性质
.

并从较一 般的情形证实和推广了数值

方法【‘’一 〔’〕和定性 方法
〔‘’, 〔“ ’所得到的相应结论

‘

对某些具有物理和计算方面兴趣 的 问 题 作

了较细致均讨论
。

例如皱褶
,

解沁非负性和奇性等
.

另外
,

很据不动点原理给出解的全局存

在唯一性条件
.

再次
,

利用本文所得到的定性结论给出
“双边单调迭代

” 的求解方法
,

它 是

文〔1 1〕简单迭代法灿推广
.

同 才还 讨论 了这一 方法约收敛性和误差估计等问题
.

尤为重要的

是本文证明了两个 迭代解子序列将分别给出精确解的上限近似和下限近似 这 一 新 结论
.

最

后
,

作为一个例子
,

考虑了圆板受边缘弯矩载荷的非线性弯曲 问题
,

它 说明了本文结论与方

法的实用性
.

二
、

问题的数学提法

边值问题

/ d
Z

气
r 一

己产

/ d
“

、
r 窟卜玄
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.
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:
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,
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la) 中的横向剪 力Q节可由平衡条件和广义函数得到
,

作用于日板上的载待

并可写成
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+ E M
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其中击
,
元。是 与边缘约束有关的参数

,

可田边缘约束的平动和转动弹簧刚度 K 考和 K 誉来确

定
.

K ! 一

式
h K 考-

K
b

另K
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b

1 一几b (2
.
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几

凡
确

几+一11
闷

.
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, 0簇K
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K ‘和 K 。取不 同值 可得相应的边界条件
,

例如
,

K 。二 o (几
。二 一 l) 对应于简支边情形

.

方程 (2
.

7 )和边界条件 (2
.

1 3 )
,

( 2
.

1 0 是一个非线性约两点边值 问题
,

它从数学上描述

了极正交各向异性圆板在任意轴对称载荷和边界条件下的非线性轴对称弯曲状态
.
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.
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,
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.

1 4 )
.
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试雪冲(幻d君 (2
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作百如

其中
,
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,

川
。
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二 ), 弓
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,
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,
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·
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3 2 )
,

(2
.

3 3 )不难得到

结论 2
.

1 (
a
) 沪。(x )在〔o

,

i ]上连 续
.

甲乙(二)
, a 票。(x )

, a 忿
。

(二)除茬 二 = e ,

处有限间断

外
,

均在 (O
,

」〕上连续
,

并且
,

在戈 一 O处仅在如下两种情形会 出现奇性
:

1 ) k < 1时
, 切石(“ ) = O (二

‘一 ’

)
, a 李

。

(x )= O (x 卜
‘

)
, a 吕

。

(二) = O (戈卜
‘

)

2 ) k 二 1且P今 。时
·

, 甲否(劣)二 O (In 二 )
, a 李

。

(x )= O (I
n 二 )

, a 台
。

(戈)二 O (I
n 劣)

(b ) 若f(x )) o ,

贝IJ切
。

(二)> o ,

当且仅 当f(二 )二 o时
, 切。

(二 )三 。

(
e
) 若f(二)> o贝!ja l

。

(二) 一k。拿
。

(二)> o

(2
.

3 4 )

(2
.

3 5 )

(2
.

3 6 )

且

{
a ,

。

(0 ) 一“·’
。

(的·

灸二芯
“
尸一

⋯
护十 ,

k
Z 一 1

e o n s t > 0 (2
.

3 7 )

、、 + co

P》 0 (k > 1 )

(k = 1且尸二 0)

(k< ]
.

或A二 1且尸专 0)
。 ,

。

(: )、。, , 19 。(。 :
。

(: )) 一
, ; g n

(
。; +

套下少、
\ 传下 F 口 /

(2
.

3 8)

其中
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(二> 0 )

(劣 = 0)

(x < 0 )

n
甘no>=炭一

l
口

、se
、

一一
劣ng

是符号函数
.

三
、

非线性问题解的性质

现在讨论非线性积分方程(2
.

2 4 )以及 (2
.

1 6 )
,

(2
.

2 5)
,

(2
.

2 6)
,

(2
.

1 2 ) 解 的一般性质
.

假定(2
.

2 4)在〔0
,

1〕上存在连续有 界的解甲(x)
.

因瓦 其它物理量的解存在性得到保证
.

定理3
.

1 (a) 解甲(二)与甲
。
(二 )具有相同的连续性和奇异性 (见结论2

.

1)
.

(b) 若j( x) )

o则(i) 甲(二)》 o
,

当且仅当f(x )三 。时甲(x )二 o ;
(11)甲(二)《甲

。
(二)

;
(111) o《功(二)《。

。
(二)

-

。(劣)在〔O
,

1〕上单调递减
.

其中

。.
(x )一

I:
证明 由 (2

.

2 4)知甲
,
(%)

甲。(二)dx

一叫(二)在〔。
,

1] 上连续
,

故 (a) 显然
.

用反证法证 (b) 中(1)
.

先证中(l) > 0
,

设其不然
, 甲(l) < O

,
·

由甲(0) ~ 0和甲恤)的连续性必有一点
, 劣。= su p 笼xI O《

劣《 1
, 甲(戈 )= o}使得

甲(气)二 o
, 甲(, )( 0 (二

。
< 劣( 1) (3

.

1)

于是
,

再 由(2
.

7 )
,

(2
.

1 3b )和中(二
。
)得到

, (·, 一I:
。

K !
‘一‘,“‘, “‘一

皿
。

‘
!
‘一‘, , “, , “ ,“

(劣
。

( x ( 1) (3
.

2 )

其中 K’l (二
,

君)
1

= 玄及牙丢舀叹开
J

再i蕊名百)

(君
名舌一二若

舌
)(i + 召:二 : 今

)

(x Z 今一 劣护)(i + “i舀2 .
)

(劣
.
《雪( 二( 1)

(二
.
《二< 占( 1 )

(3
.

3)

且K
:
(二

,

雪)) 0
.

由叻(二)> o (见 (2
.

1
,

6 b )
,

(2
.

2 3)) 和条件 f(二)> o以及甲(二)< o
,

从(3
.

2)

式导出甲件)) 0 (在 [ 二。
,

1 ]中)
,

这与(3
.

1 )甲(劣)< 0相矛盾
.

其次
,

证甲(x )》0
, “〔[ 0

,

1 ]
.

设其不然
,

至少有一点牙〔(0
,

l) 使甲(幻< 0
,

结合切(l) 》 0知在(恋
,

1〕必有甲。)的零点
。

根据

确界定理存在两点 二: = su p {x 10( x ( 至, 甲(二) = o}
, 二: = in f{二 j忍( x 簇 i

, 甲(二) = o }使得

甲(气 )二甲(, :
) = o

, 甲(二)< o (气 < 劣< 劣1
) (5

.

4)

再 由(2
.

7 a
)和(3

.

4 a
)可得

, (·卜 {::
K Z
‘一“,“‘,“ 一

亡
K :
‘一“, , (‘,甲(‘,“‘

(气《二《二:
) (3

.

5 )

其中 K
:
(劣

,

约 =
1

2掩二合省今(二璧
今一 x 梦

“
)

(雪
2 七一 x 爹

七
)(劣受一

劣z 今
)

(, 2 合一 x 莹
否
)(劣全

今一君
2今
)

(二 ,成雪< x 《‘ :
)

(二
i
( x < 君《 劣:

)
(3

.

6)

由于K
:
(丫

,

占)》 o
,

价(二)> o
,

f(二)> o和甲(二)( o
,

从(3
.

5 )式导出甲件)》o
,

珑恤
:

,
二:

)这与(3
.

4 )

中恤)( o相矛盾
.

即证(b)中(i)
.

将(b)中(i)用于 (2
.

2 4 )
,

(2
.

2 2 )知(b)中(11)
,

(111)为显然
,
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定理3
.

1中结论(b )(i)是本文的基本结论
.

在吞== 1和均布载荷情形下
,

K e lle r和 R e is s t“ ’

曾给出甲(二)> O的证明
,

文〔4」将它用于掩今 1的情形
.

由于〔4]
,

〔1 1〕中的证明必须假定冲(幻

是〔O
,

1〕上的二次连续可微函数
,

因此
,

在本文所考虑的较一般载荷情形下文〔4〕
,

〔1 1〕的方

法将会失效
.

事实上
,

由结论2
.

1和定理3
.

1中的 (a) 知
,

当有局部载荷 M
,
作用时

, 甲(幻的

古典解是不存在的
. ’

本文的证 明是针对广义解而言的
.

沃尔密尔(V ol
,
m ir )

‘”曾指出
: 当牙

.
(o)/ h> 2

.

4时承受均布载荷的固定夹紧圆板其二次

摄动解呈现中心下凹
,

即甲(劝 < 0( 0< 二< 〔《 ] )
.

但是
,

实验并没有观察到这一现 象
.

定理

3
.

1-的结论(b )(i)在较一般情形下从 理论上证 明了中心下凹并不是挠度解本身所 固有的特征认

它可能与摄动法的收敛性有关
.

(b) 中 (ii )
,

(iii ) 表明线性 理论用于弯曲板的刚度设计是偏

于安全的
.

定理3
.

2 (
a
) a 丁(二)和 a言(二)在 (0

,

1〕上连续
,

且满足不等式

( i ) a 孚(戈) 一 ka 于(戈)簇 0
, a 丁(x )》a 丁(1 )二卜

,

) O (3
.

7 a ,

b )

(11) 当k( 1时
, 口母(二)在 (o

,

1〕上单调递减
,

且

a梦(二)> a 言(二) (3
.

8 )

当k = 1且甲(二)是〔。
,

1〕上的单调递增函数时
, 口丁(x )在〔o

,

1〕上单调递减
.

口 :。。。一。·; (。) 一

{
0

c o n s t > 0

+ 。。

(k > 1)

(k = 1)

(k < 1)

(3
.

9)

iiib)
暇了、、了
、

(1 + “:
)a 言(i)+ k(1一拜:

)a 个(1 )二 o , sig n (a 丁(1 ))二
sig n

(“
2
一 1 )

(
e
)

u
(二)在〔o

,
1 ]连续

,

且

u
(o )~ 0 ;

u
(z )《o

嗜正明 由 (2
.

2 5 ) 易见a 丁(x )
, ’a 了(二 )的连 续 性 和 (3

.

7 a
)

.

再 由 (2
.

9 a )

a 了(戈)》 O ,

注意到

(3
.

1 0 )

(3
.

1 1 )

和 价(劣)) 0有

d
_ .

1
~

了牙
一

叮 = 一
了

一

沙万一 R 口刁十
k 一 1

一 -一

—
一 (丁万 (3

.

12 )

可得结论(a )(11)
.

由 (3
.

1 2) 有

去
(二卜 , ;卜‘ 一

(丢。一

导
口 ;

)
、。

(3
.

1 3 )

故 (3
.

7) 为真
.

在 (2
.

2 5) 中令k二 1有

d
. 1 「

, , 。 , 。 、

了牙外 = 一
沪

一

J
。 L绅转)一 x 甲气劣 )」“互 (3

.

1 4 )

从而有(
a
)(111)

.

(3
.

9 )
,

(3
.

1 0 )和(5
.

1 1 )可由 (2
.

2 5 ) 取二 , o
+

和 劣, 1的极限得到
.

根据定理3
.

2可知薄膜应力衅(劝
,

畔 (劝在二 ~ 。处
,

当k < 〕
.

时取最大值 (无穷大)
, 当

k > 1时取绝对值最小 (零》 当k 二 1时
, 口叹苏)绝对值最大

,

若 甲(幻单调递增
,

则 a 君(x) 亦

取最大绝对值
.

(3
.

1 0) 表 明当内< 摊口K 萝< E o h/av
, 时 a 言为负

,

这意味着有可能产生边缘

皱褶现 象
.

即产生边缘皱褶的必要条件是内< 1
.

这里
,

在较一般情形下得出了文〔4 〕的相应

结论
,

并从理论上证明了文〔5] 、〔7〕中的相应数值结果
.

定理3
.

3 (a ) a 拿(二)
, a 容(x )与a 琴。(二)

, 。言
。
(二)具有相同的连续性 和 奇 异 性 (见结论

2
.

1)
.

并且
,

若f(二)> o
,

则
_

叮 一吞口李( a 台
。一吞a 李. > o

特别寿= 1时, a 李(二)一a 李。(x )> a 票(o )一。票
。
(o )

(3
.

1 5)

(3
.

1 6)
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a 含(o)一a 琴
。
(o)( a 二(二)一 a 晋

。
(二)《a 忿(1)一a 吕

。
(1 ) (3

.

1 7)

( b ) a 忿(0)= k口李(o )+
k一 v e

怠+ 1

!
~

令乌
.

尸

l二
““, > “

a , (”, 一 口 ,
。
(0 , 一“‘a , (”)一 a , ·(。))一

{

(k > 1 )

(掩= 1且尸~ 0)

(左< 1或掩二1且P 今 0 )

(k > 1)

(3
.

1 8)

e o n st《o (k《 1且f(x )) o )
(3

,

1 9)

(
; ! 一

缺)(
a , (1卜

。 ,
·
(‘, , 一“(

; !

碟辛瓷)
‘。 , (‘,一 , ·“ , ,

(3
.

2 0)

当f(二)> o时
,

I
_

k一 v 。 、

a , 叹l )一a 孚, (l )分”
, “‘g n 炙a , LI )一口各。‘1 ) ) , 一 s ‘gn 气拜

, + 清干可
一

) (3
.

2 1)

由 (2
.

2 6) 和 (2
.

5 6)、(2
.

3 5 ) 不难证明上述结论
.

这里
,

从一般情形证明了文〔1 〕, 〔3 〕的一些数值结果
.

例如
,

当 k < 1或吞= 1或尸今。

时弯曲应力a 牛
, 叮恶会在二 = o处出现奇性

,

尽管仁1] 和比〕用摄动 法 和配置法分别针对 数值解

曾指出过这一点
,

但是
,

这里的 (3
.

1 8 ) 式给出了较为一般的定性结论
.

四
、

双边单调迭代和解的存在唯一性

现在
,

讨论 (2
.

24 ) 的求解
.

应用简单迭代
「‘, ’

, 《

一(、卜
, 。

(二卜 I;l;
G l

(二
,

‘)G
:
(:

, , , 〔,
‘一(, ,〕

’
, (一“, ded

,

(4
.

1 )

、,
口、
,
声、,
尸

、

,
,矛.、了‘
、户下.、

甲‘o , (二)= 0
’

由 (2
.

1 6 b )和 (2
.

1 2

(” = 0
,

1
,

2
,

⋯ )

(2
.

2 5)
,
(2

.

2 6) 构造如下迭代格式
:

}

f
a

!
}
口万

认 “ 」
一

(J:
一‘一‘,〔·

‘” ’“,〕
’“‘

-

:
。
(二

,

雪)〔, (

一
。〔宁」

「
夕

:
(劣

,

君)

刀
:
(劣

,

雪)/为

刀
s
(, ,

雪) 〕
〔
一

‘’
(‘, 〕

’“‘

(落
.

2)

月1
.

扛
.

户.如

一一

「
“

‘a

攀‘
, ,
(二)

名
‘, , (x )

f
“

、 .

a

整。(戈)

忍
。
(劣)〕

一

({;
一‘一‘, , “

一‘’
“, , ‘’ 一 ‘’“, d‘

一

}:
二(一‘), (一(: ,一(: )、)L

‘

丁
‘

〕
一

“〔之二:鬓〕
, ” )

(君), ‘

一 (4
.

3)
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? (一 (二 )一

{;
, (一(‘,“ (4

.

4)

在 (4
.

2 )、 (4
.

4 ) 中
n = 1

, 2
, ·

⋯ 并且

, (· , (: )一

l;
“ :

(二
,

: )〔, ‘一(“, 〕
’

“ (4
’ .

5)

a ‘(二
,

雪)
,

刀
‘
(二

,

雪)由 (2
.

邪)
,

(2
.

2 9 )给出
, 甲。(劣)见 (2

.

3 2 )
,

(2
.

3 3) 式
.

定理4
.

1 假定 (2
.

2 4 ) 在〔0
,

1] 上存在连续有界解甲(幻
,

若j( x) > o且

“
“)
(二, 一 , 。

(· , 一

I;{;
“ !
‘X

,

“, G
:
(“

,

。, 〔,
。
(。, 〕

2 ,
。

‘“, d“‘。> 。 (4
.

6)

则由 (4
.

1) 、(4
.

5) 得到的迭代解序列具有如下性质
:

( i ) 两个 迭代解子序列是单调的
,

即

o《甲
(2 8 ,

(二 )《甲
‘2 . + 2 ,

(二)( ⋯
,
⋯ ( 切‘2 . + ‘’

(x )《甲
‘, 一

‘’(二)( 甲
。
(x ) (4

.

7)

(i i) 两个迭代解子序列分别给出解试比
汹上限近似和下限近似

,

即

甲‘二 ,
(二 )( 中(二)《中

‘Z a + , ,
(二 ) (

: = o ,
1

,
2

,

⋯ ) (4
.

8)

(111) 迭代解序列a 丫‘
. , , a 含‘

, , , 。‘. , , 山‘. , , a 李
‘. , , a 台‘

, ,
和叻(一 ,

(二)亦具有与 甲‘
. , (二)相

同的单滴性质 (见(4
.

7 )式) 和双边逼近性质 (见(4
.

8 )式)
.

注意到积分核‘
, (j= 1

,

2) 的非 负性
,

用数学归纳法
,

由 。二训
。,

(x )( 切(幻《训
‘,
(二)

二切。
(二)出发

,

不 难 由 (4
.

1) 证 明 (4
.

7 )
,

(4
.

5)
.

同 理 由 (4
.

2 )、(4
.

5 ) 和 (2
.

2 5 )
-

(2
.

2 6 )
,

(2
.

1 6)
,

(2
.

1 2 ) 可 证定理中的结论 (111)
.

这里
,

推广 了〔11 〕甲的简单迭代法
,

.

其甲定理健
.

1 的结论 (i i)
,

(i ii ) 是本文所得到的

新结论
.

它对于实际求解无疑有重要意义
.

鉴子迭代格式 (4
.

1) 、 (4
.

5) 所给出的迭代序列

具有双边单调逼近精确解的特征
,

故称其为
“
双边单调迭代解”

.

下面讨论双边单调迭代解的收敛性条件和误差估计以及非线性问题解的存在唯一性
.

考察非线性映象

A ·
(二)一 , 。

(二)一

{;{;
G l

(二
,

“)负“
,

, , 〔
·
(‘,〕

“之(“, d‘d 。
(4

.

9)

其中甲
。
(劣)是由 (2

.

3 2 )
,

(2
.

3 3 ) 给出的〔o
,

1〕上的连续 函数
, z 〔厂

,

厂二毛
二
I
:

成〔0
,

1〕-

o(
z
《甲

。
且甲

。
(二) 满足(4

.

6 )}
.

由 (4
.

9 ) 和 (4
.

6) 知
,

对 V 乏〔厂
,

A z
(劣)成〔o

,
1〕且。《

A式劝( 中。(劝
,

即算子A : r , 厂
.

此外
,

由 (4
.

9) 有

IA z : 一才 : : }}《p }
z : 一二:

I}
,

V 二; , 2 2〔厂 (4
.

1 0)

其中
,

l
·

l= m a xl
·

I为空间C〔O
, 1〕的范数 , 并且

0 ‘ 口‘ 1

p = m a X

0 ‘ . ‘ l

G !
(‘

,

“, G
:
(‘

, 。, 〔, “。, + 2 , 。
(。),

。

“, 〕“d。

) (4
.

1 1)
.

1
口口

了,、

因而
,

若p < 1
,

则A 为压缩映象
.

定理 4
.

2 若l( x )> G
,

p < 1且仇(x )满足条件 (4
.

6)
.

则有

(
a
) 方程 (2

.

24 ) 有唯一的连续有界解试幻 ,

( b ) 由 (4
.

1) 给出的迭代解在〔o
,

l] 上按
‘

双边单调逼近
.

的方式一致收敛到 (2
.

2 4)

的唯一性切(劝
.

同样
,

由 (4
.

2) ~ (4
.

5) 给出的各力学量的迭代解 亦 在〔。
,

1] 上双边单调

地一 致收敛到各自的唯一解
.

(
。
) 对于创

. ,
(X )有如下显 式误差估计式

:

!甲
‘. ,

(二)一 甲(二) I《 .甲
、, + ‘,

(二)‘甲
‘. 少(二)I《户

,

I叭 I (” . 1
,

2
,

⋯ ) (一2 2)
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事实上
,

根据B a n
ac h不动点定理

t“ , ,

在厂内有A 的唯一不动点
,

即 方 程 (2
.

2 4) 存在

局部唯一解切(x) (在C〔o
, 1〕上)

,

且满足。( 甲(x) ( 甲。

(劝
、

假如 (2
.

24 ) 还有 其他的连续

有界解币(劣)奔中(x)
,

则至少有一点劣 ‘

砚。,

1] 使得币(戈
‘

)> 肠(二
‘

)或者币(x ‘
)< Q

.

但是
,

由

定理3
.

1知这是不可能的
.

因此
,

厂中的局部唯一解 甲(劝亦是 C〔o
, 1〕全空间上的唯一解

,

即证结论(
a
)

.

注意到 定 理 4
.

1 的 结 论 (11)
,

由 (2
.

2 4 )
,

(4
.

iJ 和 (4
.

。)~ (4
.

1 2) 可得

(4
.

12 )
.

{甲‘
. ,
(戈)}的一 致 收敛性 可 由 (4

.

1 2 ) 得 证
,

再 由 (2
.

2 5 )
,

(2 ,. 2 6 )
,

(2
.

1 2 )
,

(2
.

1 6 ) 和 (4
,

2)一 (4
.

5 ) 可证结论 ( b
。

)
.

定理4
.

2的结论 ( b ) 在一般情形下推广 了〔1 1〕的相应结论
,

(
a
)

,

(
C
)是 本文给出的

新结论
.

例如
,

(4
.

12 ) 式给出选代次数与误差的显式关系
,

.

这对于求解甲沙 )来谬无疑是一

个重要结论
.

五
、

数 值 例 子

本节将给出一个算例以说明前一节结论和方法的应用
.

考虑一极正交圆板承受边缘弯矩载荷 M > o 且边缘弹性支承 (非夹紧) 的非线性弯曲
、

I’ai

题

此时
, 拼. 专 , 1

一

由 (2
.

5 ) 和 (2
.

3 3 ) 有

j(x )二M d(劣一 1 )> o (Q《 劣簇 1)

甲。(戈)二戒劣
七= 甲‘” (劣)

(5
.

1 )

(5
.

2 )
其中

,

载荷参数

刀二共黔
l

一

万 = l},
。
(二)卜 m a x , 。

(二)> 。

石传 0 ‘ 一 ‘ 1

(5
.

3)

将 (5
.

2) 代入

其中
,

(4
.

6 ) 有

中‘2 ,
(戈)= 刀x .

(1一刁 :夕;

(劣))

g ,
(‘) , T : + T :二扮‘’+ T a

(二卜
‘
)
名

(O《 x ‘ 1 )

(5
.

4 )

(5
.

5 )

乙一
命l(落舜丁坑幸

一

力偏择
i +

计了)
+

(飞粼
.

+

渝刃(愉
r一辞力」

几一命(亩瑞一命)(污粼坑粉
一

)

几一命(飞命
一

兹行又病
.

干

命
一

)

(5
.

6)

由 (2
.

2 2) 有 T : > 0
,

T :
< 0

,

T : > 0
,

T : + T 。< 0

因此
,

T ‘节念悠场(‘)一g :

(0)
,

故有结论
.
如果刁< 过 : = l/ 斌

声

不
一 ,

那么条件 (4
.

6)

将 (5
,

2 ) 代入 (4
.

1 1 ) 可得

p 二 A
“
m a x 夕:

(二 )

(5
.

7 )

(5
.

8 )

可被满足
, 即有定理 4

.

1 的结论成立
.

‘

其中

0

“
‘ l

夕:
(, )

t

= S : 劣 ‘+ S : 戈古+ ’+ S : 二2 舌十 ’+ S
4 x Z含+ 2

(5
.

9 )

(5
.

1 0)
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又一
命l(磷士

+

l)(
~

磷
r +

命)
+
(

~

磷了十 ‘

幸
:

)(精粉
+

今
+

(褚孰
一

+

命)(愉
了一

命
+

命
一

们
又一

命(命
一

l)(厄湃丁
+

命)
s一命(命

一

瑙才)(城老
+ 2

)
‘

S. 一
命(漏

一

瑙汾)(命
一

命
十

病
一 2

)
由 (2

.

22 ) 有

S :
) 0

,

又《 o
,

5 .
《0 ,

S. > o
,

5 5 + S * + S. ‘ o (5
.

1 2 )

因此
,

决(二)《劣七〔S : + (S
: + S 。+ S 一

)戈
2七十 忍〕( S

;

记 瓜“
惚绮

跳(幻)
一

眺> l/ “

不
’

、
、

(s. 1a)
如果 刁< 1/ 斌下丁《对

: ,

由 (5
.

9) 知 p < 1
.

比较 (5
.

6) 和 (5
.

11) 知

S :
> T :

(5
.

1 4 )

因此
, 当 对< l/ 斌

一
否丁时

,

定理4
.

2中的条件均可被满足
,

故有定理4
.

2的结论成立
.

根据 (5
.

2 )
,

(5
.

4 ) 和(5
.

5 )
,

假设 , (. , (x )具有形式

万 亡一 )

中‘. , (二) 二 乙 A 尝
一,二“ + ‘, 卜‘

(, 二 1
,

2
,
⋯ (5

.

1 5)

将 <5
.

1 5 )
,

(5
.

2 ) 代入 (4
.

1 ) 得到

翻, <一) + :

甲‘
, + , , (二)二 E A 奢

一+ , , x “+ ‘, . + ‘
(” , 0 , 1 ,

2 , ⋯

t 一 0

(5
.

1 6)

此式表明将诃 .) (二)假设成 (5
.

1 5) 的形式是正确的
.

(5
.

16) 中系 数 A 矛
. 呼‘, (i =

⋯
,

3N (。)+ 2 )可 由如下递推公式得到
:

-

A 奋
二, 二刁

0
, 1 ,

2
-

(5
.

1 7 )

。 . 。 、
_ 1

; r‘一 、
/ 1 1 \

。 ;

一丽
。 、“ 、飞拜含两

‘一了了砰”
一

)

(i, 1
,

2
,
⋯

, ZN (. )+ i)
(5

.

1 8 )

l
、,‘.备..1

、,声
一

: 万 (. )

B 舌
. , 二 一

卉
‘一

犷 U
z 月

试

f 拼: .

1
t 一万7 二

~
了

re

万可1 1
一

万 下二
~

一 月
~ 一一2 二 了 万悦

~

正
~

万二 石一 ,

、 L。 , ~ 0 声“甲
‘

.

宁 I L汀个 i 少“个 ‘个 1

其中 丫
艺 A 矛

“ , A兽 (o《s《N (。))
‘一 0

U 护, , E A 李
“, A 笋

. , 二

‘于j吮花
-

O感‘〔理玉夕之
0 蕊J〔八 (. )

万 亡一 ) ;

乙 滩矛”A戳 (N (。)+ i《。《ZN (。))
t 一口‘, (. )

(5
.

19 )
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、
!

!!
、、
l产

, , . ‘ : 、
‘ J , : 、

1
J伙 ‘

’一 ’ 一 尹

留
J性 d

一 ,

一 一 : 下 一

Z 掩

“丝
+ ‘

一
‘

户i

(: + 3)k + s + i

1

(s + 1)k + s + 1

:母了.、

2.、、1
人 子

’一 ’ 一 ‘

= 一 1 踌
- 犷 亩=’l

l

+ 2 )k + i

(f二 1
,

2
-

其中
(5

.

2 0 )

艺 A 李”B鸽

汾(一 )

艺 A 奇
” , B鸽

(0《
;
( N (n ))

犷户
, = 艺 A 洲 B 矛” =

。

娇黝
,

0百 J‘ Z jV (” )

(双(”)+ 1《s《ZN (n )+ 1 )

}
万 (一)

乙 A 户
少B二伙

心一 a 一Z N (. ) 一 二

(ZN (”)+ 2( ; ( 3 N (”)+ 1)

(5
.

2 2)

将 (5
.

1 5) 式中的
n
换成” + 1后 与 (5

.

16) 进行比较得

N (n + 1)二 3N (n )+ 2 (n = 1
, 2 ,

⋯ )
尹

(5
.

2 2 a
)

再由 (5
.

1 2 )
,

(5
.

1 3 ) 显然有

N (i)= z (5
.

2 2 b )

用归纳法可由 (5
.

2 2) 解出

ft 一 2

N (n ) = 2艺 3 ‘= 3卜 , 一 1
‘

(5
.

2 3 )
祖. 0

将 (5
.

15 ) 代入 (4
.

2) 、(4
.

5) 可得其它量的迭代解
.

综上所述
,

有结 论
: 若 效< 1材下于

,

则方程 (2
.

2 4) 关 于 本 书 算例的解是存在唯一

的
,

并且可表成
3 ”
一 1

甲(二)二 lim E A {
. , 二“ 十”奋+ ‘

(5
.

2 4)

迭代解护ft) (劣) (见 (5
.

1 5 )
,

(5. 1 7 )、 (5
.

2 1)) 按
“双边单调逼近

” 的方式一致收敛到精确

解甲(‘)
.

此外
,

有误差估计

皿刃 (, ,
(劣 )一中(二)肠簇刀(A

ZS ,
)
”

(
。 = i

,
2

,
⋯ ) (5

.

2 5 )

对于其它未知量也有类似结论
.

当给定载荷参数刀
,

材料参数k
,

ve 和边缘约束参数K
‘,

K 。后
,

可 由(5
.

24 )对甲(x )进行

数值求解
.

这里取
v 。= 0

.

2 ,
k = 。

.

75
, 1 , 2 ,

边缘为可移简支
.

我们知道K ar m a n 板理论作了如下简化假设
:

中釜澎 sin甲苦岛
‘

ta n中爸

其中
, 甲怜

h

a斌 6(掩
2二 v毒)

甲

在相对误差不超过 5呱的限制下 (5
.

2 6) 成立的大致范围 是 甲飞〔0
’ ,

5
’

〕
.

(5
.

2 6 )

(5
.

2 7)

虽然
,

本文迭代
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.

解在沪> 5
’

时仍可收敛
,

但是
,

当护》 5
’

时
,

K ar o a皿 理论将不适用
.

基于这点考虑
,

这

里不打算计算较大载荷参 数 下 的 解
.

取 h/ 。二 0
.

2 , 过 = 1
,

对于 秃二 2
,

1
,

0
.

75 分别得到

沪(, )的最大值为 2
.

5
‘ , 4

.

7
。 , 6

.

3
’ .

1 /研下丁分别为7
.

1 6 9 7 ,
2

.

9 6 3 1 , 2
.

8 6 1 2
.

因此
,

对

于本节算例来说当0簇刁簇 1时K ar 血“n 板理论可以适用
,

而且解在雌范围亦是存在唯一的
.

挠度响应曲线由图 2 所示
,

转角甲(劣)和 挠度切(劣)的解依赖于参数掩的曲线由图3 ,

图4给

出
。

试.)

1.’0.e
.

0.4

O
。

0
一

4
自. 2 吞. 1

自, 1
与. 0. 路

二. 0. 布

汾
0

.

4 0一 1
,
. 0

一

4 O
一

甘 1
.

奋
厂厂厂

日2 倪度、位有曲从关于k的形. . 3 掩对拢度解w (二)的形晌 日4 吞对转角娜甲(x )的形晌
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w hie h sh o w s tha t th e e o n e lu s io n : a n d
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S e 丫e ra l r e s u lt s in t五e P a Pe r a r e p r e s e n t e d fo r the

fir s t ti皿e
.
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