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摘 要

在本文中
,

我们研究了一类集值严格集一压缩映象的一致极限映象
.

建立了这类一致极限 映

象的不动点指数理论
,

证明了某些正不动点定理
.

我们的定理推广了 Fi tzP at ri c k 和 Pet ry s hy n

的某些最近结果
。

关. 侧 不动点指数 不动点定理 满射定理

已l 吉J . 「刁

Fitz p a t r ie k
,

Pe t r ys h了nt ‘’ 和 Pe t r y shy n ‘2声’
建立了 B a n a c h 空间中集值凝聚映 象

的不动点指数理论
,

他们应用不动点指数理论获得了集值凝聚映象的正不动点存在性定理和

多重正不动 点定理
.

我们指出
,

在 〔1
, 2 ,

3] 中讨论的所有上半连续映象都被假设是映点到

紧凸集
.

因此
,
这限制了在〔1

, 2 ,

幻中研究的映象类
.

本文我们将讨论集值严格集压缩映象 的一致极限类
.

其巾包括集值凝聚映象和集值 1
一

集
一

压缩映象
.

而且我们并不假设所讨论的映象是映点成紧凸集
.

我们也建立 了一致极限映象的

不动点指数理论
.

所得理论推广 了〔1
,

2
,

3〕中对应的结果
,

应用所建立的不动点指数理论
,

证明了一致极限映象的一些正不动 点定理
,

这些定理推广 了〔1
, 4 ,

5] 中一些结果 , 也 获 得

了一致极限的区域不变性定理
,

它们改进和推广了〔5
, 7〕中相应结果

.

二
、

预 备 知 识

设X 是一实 B a n
ac h 空间

,

2x 表示X 的所有非空子集族
.

对 X ‘〔2 x( 公= 1
,

2
, 3 ,

4) 且

二〔X
.

令d (二
,

X :
)二 in f{皿g 一二砚

:

跨X : }
,

O [X : , 。〕= {g〔X : d (y ,

X
:
)(

。}
,

d (X : ,

X Z
)

= s让p 王d (x ,

X :
)

: x 〔X
: }且H (X

: ,

X
Z
)二m a x {d (X : ,

X
Z

)
,

d (X
: ,

X
:
)}

.

H 称为 X : 和

X : 间的 H a u sd o r ff 距离(见〔6〕)
.

H 有如下性质
:

( i ) H (X
: ,

X
Z
)》 o ; H (X

: ,

尤
:
)二 0

月

姜牛》了 : 二叉 : ,

( 11) H (X : ,

X
Z

)= H (X
: ,

X
:
)

,
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(111) H (X
: ,

X :
)( H (X : , X 。

)+ H (X
a ,

X
Z

)
.

本文将需要H 的下列性质
:

引理 2
.

1 ( 1 ) d (二
,

X :
)‘d (二

,

X :
)+ H (X : ,

X :
),

( 2 ) H (tX : + (z 一 f)X Z , tX 。+ (i一 t)X 一
)《tH (了

: ,
万

s
)+ (1‘公) H (X

: ,

X 一
)

-

t〔[ 0 , 1」,

( 3 ) 如果X :
有界且X

Z

无界
,

则H (尤‘,
_

X Q , 志OO ,

( 4 ) H (X : + t : X : ,

X : + *X :
)《 }才

2
一分;

}
so p毛nv们v〔X : } (t :》 o

, t :
> o),

证明 我们仅证(2 )
,

其余可从H 的定义推出
.

(2)的证明 对每一个t〔〔o
,

1 ]
, 二〔tX : + (1一亡)X :且 g〔tX : + (i一 t)X ‘ ,

存在 劣 .〔X .

(i二 1
, 2 ,

3
, 4 )使得二 = *二: + (1 一 t )二

: , y二t二: + (1一 t )x 一,

我们可得

d (x , tX
:
+ (1一 t)X 一

)《 l}‘一 g 助《 t卜
: 一 ‘。11+ 天1 一 t)卜

: 一“朋 (2
.

1 )
且有

d (二
, tX

:
+ (1一 t )X

‘
)《*d (二

: ,

X :
)+ (i一 t)d (二

2 ,

X
一

)

《 tH (X : ,

X 。
)+ (1 一 t)H (X : ,

X
‘
) (2

.

2 )

因此

d (tX : + (i 一 t)X
Z , 矛X : + (i 一 t)X

4

)《 tH (X : ,

X
3

)+ (1 一 t)H (X
Z ,

X 4
) (2

.

3 )

类似地有

d (tX 。+ (1一 t)X 一 , tX
:
+ (i 一 t)X

Z

)《*H (X : ,

X 3
)+ (i一 t)H (X Z ,

X 一
) (2

.

4)

从(2
.

5)和(2
.

4 )可知 (2 )成立
.

定义 2
.

1 称{A
。

}c ZX 收敛于A 〔Z x ,

如果对 丫 e ) o
,

存在
n 。〔N 使得H (A

。 ,

A )<
e ,

对

所有n 》no
.

注2
.

1 因H 是定义在Z X K ZX 上
,

因此收敛序列的极限可能不唯一

引理2
.

2 设笼A
,

}c Z X 且过
。

紧
, n 〔N

,

如果王A
。

}收敛于A
,

则A 是相对 紧集
‘

证明 假设 {戈 . }c A 有界
,

由假设
,

对任意给定的
。> 0

,

存在 饥〔N 使得对所有作> 、
,

H (A
。 ,

A )< 。
/ 2

.

特 别 地
,

H (A
, 。,

A )< 。
/ 2

.

因 A
n 。

紧
,

存 在 v。〔A
。。

使 得 d (二
。 , , .

)

= d (劣。
,

A
n 。

)
,

对所有 m 〔N
.

不失一般性
,

假 设 v。 , v。,

因 此 存 在
n :〔N 使得粉。一 g 。

皿

< 。/ 2
,

m 》
n : ,

那么
,

d (二
。 , 。。)《d (二

。 , 。。)+ d (。
。 , 。。)< J(, 。 , , 。 )+ 泛

乙

= d (二
. ,

A
。。

)+ 乏《H (A
n 。 ,

A) 十 反< 。

乙 ‘
(2

.

5)

由此得 , . ”y 。,

证毕
.

令刀c X
,

L (D
,

2x )二王T }T
:刀, 2x }且E C L(D

,

2x )
.

定义 2
.

2 映象 T eL (D
, ZX

)称为E 中映象的一致极限
,

如 果存在序列笼T
。

}c= E 使得对

v 。> 。
,

存在n0 〔N
,

当。> n 。
时

,

对所有二〔D
,

H (T
。

(二)
,

T (二))< 。 .

此时记 T
。

幕,
.

定义 2
.

3 映象 T 〔L (D
, Zx) 称为在 x0 〔刀拟上半连续(q. 二 s

· 。
)

,

如果对 丫。> O
,

存在

一个 占> o 使得 T (二 )c= o 〔T (x 。
)

, 。〕
,

对所有 二〔D 门O〔, 。,
占]

.

T 〔乙(D
,

Z x

) 称为在 D 上

q
·

u. s
·

c ,

如果对任一劣〔刀, T 是q
·

小 s
·

。 .

令C(D , Zx
)二 {T IT 〔L( D , 2 1

)且T在D 上q
·
‘

·
s

·
c } ,
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引理 2
.

3 令 {T
。

}c= C (D
, 2不 )且T 〔L (D

, Z x
)

.

如果T
”

导T
,

则T 〔C (D
, Z x

)
.

证明 因 T
。

导少
,

对任一
。> o

,

万(T (二)
,

T
。。

(二))< 冬
O

存在n0 〔N 使得

(对所有x 〔D 且粉异”。) (2
.

6)

又因T
n 。

在D 上 q’ u. s
·

。,

对任一给定的气〔刀
,

存在d > O
,

使得

J(, 。。

(x )
,
丁
。。

(二))< 三 (对所有二〔D n o 〔x o ,
a〕和y n。

(二)〔T
n。

(二)) (2
.

7 )
一 、口

‘

.U 、 产 ’ 一 ‘

.U 、 一 产 , 、 3
、 / , “ “”

动 一一 ”
一 ‘ 一 “ 矛 一 “ , 门 。

‘

.u 、 产

一
‘

一 、
一

了 了 、

一
’ 产

对二〔D n O〔x 。,
6 ]

,

任选g (二)〔T (二)
, 夕(二

。
)〔T (二

。

)
, , n 。

(二)〔T
: 。

(x )
,

如
。

(x 。
)〔T

: 。

(二
。

)
,

那么

d (g (二 )
,

T (二
。

))《 I】v (‘)一v , 。

(二)11+ l夕
。。

(二)一 梦
。。

(二
。
)11+ d (g n 。

(二
。
)

,

T (二
。

))

( t}g (x )一v n 。

(, )11+ ng n 。

(二)一 , 。。

(二
。
)n+ H (T

。。

(二
。
)

,
T (x 。

)) (2
.

5 )

d (g (x )
,

T (x 。
))《朋y(x )一伽

。

(二)廿+ d (g 。。

(二)
,

T
。。

(二
。

))+ H (T
。 。

(二
。

)
,

T (x 。

))

< 砚试x) 一*
。

(劝”+
一

冬+ 竺
Q O

(2
.

9 )

d (y (二)
,

T (二
。

))、d (。(x )
,

T 一‘x ))+

普
·
成H (T (二 , 犷

。。

(二 ))+ 首
。< 。

(2
.

1。)
O

因此对所有二〔D 门O [二
。,
占〕

,
T (二 )C= O [ T (二

。
)

, 。〕
.

由二击刀的任一性知
,

T〔C (D
, Z x

)
.

注 2
.

2 在引理 2
.

3 的条件下
,

如果进一步假设
:

对任一戏D 和城N
,

T .

(幻是非空紧凸集
,

但对每一

劣(D , T (二)可能非闭或非凸
,

见下例
.

例 1 设 D 一〔。
,

1〕c R I
(R l
表实直线)

,

任选一固定 的、(
。

,
1 / 10

)
且令

:

以劝 一

心
十

二
一

,

;
1 1

_ 二 _

, n ,
_ _

、 「 9 1 二
以 一劣十。 , 一万j

,

打劣七口且
n
Z L历j十

上 (2
.

1 1)

一

!
(粤

,
~

;
(卜

X + a ))u (言
(‘一 + a ,

,

号
“一+ a , )

,

X。。
:

。D
: ,

。 : 一
[
。,

韵
,

D a一

(全‘工杳,
, ‘

」

!粤
,

:
“一 + a ,〕

, 二“D Z ,

D Z一

!粤
,

一

: (1 + a )
〕

(2
.

1冬)

显然
,
对任一 二

口和 , >

【斋〕+1
,

T.(
‘ ,非空 紧凸且跳c( D, zx)

.

事实上
,

对任何“> 。
,

和每一 二。

创
,

存在“二
.

委
。
使得对每一二“” n o 〔‘

。,
‘,

,

有 T (, )“O 〔T (x 。

)
, 。〕

.

下面证明T
。

导 T
.

事实上
,

对每一戈〔刀且
: 〔T (二)

,

(
: 〔T

.

(二))
,几�月
。

2口

9

: 一

〔
2

3

i
气1 一X + 叮 ) 一万

(粤
< 《等

‘
韵

〕(号
“一 + a , 一告

< ‘普
(卜

二 + a ) )

/‘.1..产、刃刀...、

目

‘、,了、,了
‘

戈
声.、

泊T‘

山万屠
了.、

d
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因此
,

对所有劣E O

d (T (劣)
,

T
.

(劣))= s住p {d (z ,
T

,

(二))}
z 〔T (, )}二

对每一二e口和夕〔T (二)
,

如果g 二(1 一二+ a )/ 3
,

那么 d (v ,
T (劣))== o ,

今 劣+ a + 1
,

那 么夕〔T (二)
,
因此

,
d切

,
T (二) ), 0

.

从而

d (T
。

(x )
,

T (二))= o (二〔刀)

1

称
(2

如果 g 〔T
。

(二)
,

(2
.

14 )

由(2
·

‘3)和(2
.

“ )
,

得 H (T (二)
, T

·

(二))一吞(劣印)
.

因此
,

T
。

导 T

但对任一二〔刀 , T (二)非闭
,

因此 T (劣)非紧
.

显然
,

T (劣)也非凸
.

引理 2
.

4 假设{ T
。

}c= L (D
,

Zx
)

,
T以(D

,

Zx
)

.

如果 T
。

导T
,

那 么T
。

(刀)在H a 认s d o r ff

距离H 下收敛于T (D )
‘

证明 如果T
。

导 T
.

那 么对任一
。
> 。

,

存在、以使得H (T
.

(二)
,

T (二))<
一

尽
,

对 所 有
一 ~ 户州 ‘ ,

一 ,. - . 洲 . -

一
了 ,J ’

一
一
产 , ’ ‘J

~
一 “

一
’

一
’ ”
一

、 一 , 、一 , ’ 一 、一
,, 、 2

子

二〔D 和, 》 , 。 .

而且对每一二(刀和涯T
。

(二)
,

J (y ,

丁(刀))《J (y ,

T (二 ))《d (丁
。

(二)
,

, (x ))《万(T
。

(二)
,

T (x ))< 三 (2
.

1 5)
、口 ’ 一 、

一 ~
、 、夕 ’ 一 、 产 产 、 、 一 ” 、 了 产 一 、 产 产 、

一
、 一 ’. 、一 了 了 一 、 一 了 尹 、 2

、 -
.

一
了

因(1
.

1 5 )对所有梦〔T
。

(二 )和二(刀成立
.

由(2
.

1 5 )得

d (T
。

(D )
,

T (D ))(
e ,

玄又
己 (”> n 。) (2

.

1 6)

类似地

d (T (D )
,

T
,

(D ))( 。
(。> 。。

)

因此
,

H (T (D )
,

T
。

(D ))<
e ,

对所有
n
》

。。,

即T
,

(D )收敛于T (D )
.

引理2
.

5 设 {T
,

}c L (D
,

2x )是一有界序列
,

如果T
.

导T
,

则T 也有界
.

证明 由引理2
.

4和引理2
.

l( 3 )
,

易证引理 2
.

5
.

三
、

严格集压缩映象的一致极限的不动点指数

(2
.

1 7)

设X 是一实 B a n ac h 空间且刀C X
.

定义

代刀)二 in f{ d > ol D 能被有限个直径小于d的集所覆盖}且 x (D )~ inf {r > 。I刀能被有限个

半径小于 r 的球所覆盖 }
. v和x 分别称为非紧集测度和球测度

.

令必表
,
或 x

.

那 么下列 性 质

成立
:

对任何 D : ,

D : g x
,

几〔尺
,

(实数集) , 中(D :
)= 0 当且仅当 D : 相对紧 , 巾(而(刀

:
))

二中(D
:
)

,

这里 e o
(D

:
)表示 D ; 的闭凸包 , 必(D :

U几)= m a x {必(D
:
)

,

少(D :
)}, 必(D : + D :

)

《中(D
:
)+ 少(D

:

)
,

这 里 D 、+ D : 二 {二+ g }二〔刀
: , g 〔D z

}, 巾以D :
)二 l几}巾(D :

)
,

这 里 几D :

二 {泥xI 劣〔刀 : }
。

设 T包(刀
, Z x

)
,

T 称 为 卜少
一

压缩(k ) 0)
,

如 果 对 每 一 有 界 集。c D
,

巾(T (。))

《吞必(口)
.

特别 地
,

称k
一
中

一

压缩映象(k < l) 为严格
、

必
一

压缩映象
.

T 称为 巾
一

凝聚 (简称凝

聚)
,

如果对口g D 且。(。)斗。
,

有中(T (口))< 巾(D )
。

容易验证
,
每一全连续映象是O

一

中
一

压缩映象且每一严格
一

中
一

压缩映象是凝聚映象
.
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称映象 T以(D
, Z x

)是上半连续(
u

·

s
·

e
)

,

如果 T〔C (D
,

ZX
)且对每一 二〔D

,

T (‘)是紧

凸集
.

此定义与〔1〕中定义一致
.

令 F g X 是 闭凸集且 D c X 是有界开集满足 D 门F 今小
,

用D , ,
D

,

和 a ;
(D ;

)分别表示

D n 尸
,

以及D ;
关于尸的闭包和边界

.

闭集F g X 称为楔形
,

如果对任意a ) o ,

刀) 0 ,

有a F

+ 刀尸C F
.

令S (D
; ,

2 ,
)二 {T }T〔L (D , , 2 护

)是
u

·

s
·

e
且严格

一
巾

一

压缩}且夕(马
,

2 尸)二 {T以(D
; ,

2 ,
) }存在 {T

。

}c= s (D , , 2 ,
)使得T

。

琴T }且S
,

(D
; , 2 ‘)= 玉T IT 〔L (D ; , 2 尸

)是 u
·

s
·

e
且i 一

中

一

压缩 }
,

显然
,

S (D , ,
2 夕)C S I

(D , ,
2 夕)

引理 3
.

1 (i) S (D ; , 2 ,
)是凸集

;

(11) 习(D , ,
2 ,

)也是凸集
;

(111) S ;
(D

; , 2 尸
)乒夕(D

; , 2 ,
)

.

证明 (i) 对任何 T : ,
T

Z
〔S (D

, , 2 尸)
,

假设 T ‘是 k‘
一
巾

一

压缩
,

k ‘< 1 (i , 1 ,

2 )
,

那么

t〔[ 0
, 1〕且口c D

,

中[ (*r : + (z一 t)T
Z

)(口)〕( 少(tT ,
(口))+ 少((1一 t)T :

(口))

( t不巾 (口)+ (1 一 *)不中(口)= 石中(口) (3
.

1 )

这里石== m a x {k ; ,
k

Z

}< 1
.

容易证明
, tT : + (z 一 t)T : 是 。

·

s
·

e ,

因此

tT ; + (1 一 t)T :〔S (D
, ,

2护)
.

(11) 对任何 T
, ,

T 正刃(刀
, ,

2 ’)
,

存在 {r f
” , }

,

{r 玉
” , }c= s (刀

; ,

2 ,
)使得丁l

f. ,
耳 ,

: ,

T盏
, , , T : ,

即对任何
。
) o

,

存在
。。〔N

,

使得对任何二〔D , 和 。
>

。。,

H (T 呈
” ,

(二 )
,

T ;
(‘))< 。 ,

H (T 玉
” ,

(二)
,

T
Z

(二 ))< 。 .

由引理2
.

2 (2 )得

H ( tT I
” ,

(x )+ ( 1 一 t )T 基
” ,

(x )
, tT ;

(x )十(1一 t)T
Z

(, ))( tH ( T 气”(‘)
,

T ,
(‘))

+ ( 1 一 t )H (T 盆
”) (二)

,
T :

(二 ))(
。

(x 〔D , , t〔〔o
, i〕且 , ) 。。

) (3
.

2 )

因S (D , ,

〔刃(D
, ,

(111)

且 n〔N
,

2 ,
)凸

,

故 tT {
” , + (1 一 t)T玉

. ,〔S (D ; ,
2 尸)

,

因此
,

对 V t〔[ o
,

1」
,

tT
:
+ (1 一 t)T :

2 ,
)

,

从而习(D
, ,

2 ,
)凸

.

假设 : 。s
,

(刀
, , 2 ·)且固定 , 。

〔F
.

令 T
,

(X )一
(

: 一

孟)
T (二)+

一

去
。。

,

对任一 二〔D ·

显然
,

T
。
〔S (D

r , 2 ,
)

.

由引理 2
.

1 (2 )和引理 2
.

5 ,

可推出

H (T “,
,

T
·

(二))、(
1 -

+
青H (丁(二)

,

、。。}) -

二)H (T (x ,
,

r (‘ ,’

毛M (3
.

3)

其中 M 二 s二 p { }}g 一 , 。
1}}, 〔T (D ,

)}< + co
,

因此
,

T
,

导T
,

从而 T (夕(D ; , 2 ,
)

.

由此得到
,

S :
(D

, ,
2 尸)g 习(D

, , 2 尸 )
,

再从例 1 知
,

S :
(D

, , 2 ,
)乒习(D , ,

2 矛
)

.

下面 对T〔否r
(刀

; , 2 尸)建立不动点指数理论
.

定义 3
.

1 假设T 〔刃(D
, ,

2护)使得
二 = in f{d (二

,

T (劣))I二〔a ,

(D
,

)}> 0且选取 B〔S (D , ,

;
,
)使得

万(T (‘) , B吃
‘))< ;

〔对所有书动
; 夕 (3

,
4〕
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因T 〔习(刀
, , 2 ,

)
,

上述的刀存在
.

下证

‘在B沙)
,

对每一二〔a ,
(D ,

)
、 j

(3
.

5 )

事实上
,

如果存在一 x 。
〔a ,

(刀
,
)使得气〔B (二

。

)
,

那么

H (T (劣
。

)
,

B (, 。

))> d (B (二
。

)
,

T (x 。

))》d (戈
。,

T (戈
。

))> :
‘

(3
.

6 )

这与(3
.

4 )矛盾
.

从而 (3
.

的成立
.

由〔1〕知
,

不动点指数i;
(B

,

刀,
)存在

.

定义T 关于F在 D

上的不动 点指数‘
,
(T

,

D ,
)如下

:

i,
(T

,

D ,
)= ip

(B
,

D ,
) (5

.

7 )

下面证明 i,
(T

,
D ,

)与特别的B的选择无关
.

事实上
, 如果Bl 〔S (刀

, , 2 尸)使得

H (T 恤)
,

B
l

(二))< r
(对所有x 〔D ,

) (5
.

5 )

那么可证

i ;
(B

,

D ,
)= i,

(B
: ,

D ,
)

、

(3
.

9)

现假设 B 是八
一

巾
一

压缩 (秃< l) 且B ; 是k : 一少
一

压缩(k : < 1 )
,

定义

G
:

D , x 〔o
, 1〕, 2 ,

’

(3
.

1 0 )

G (二
, t)= tB (x )+ (一

t)B
;

(二)
.

显然G 是 卜中
一

压 缩
,

庵= m a x 笼k , k : }( z
,

从引理2
.

1(1 )
,

(2 )可知
,

对任一(二
, 才)〔a ,

(D ,
) x [ 0

,
1 ]

,

d (二
,

G (二
, t))》d (二

,
T (二 ))一H (T (二)

,
G (二

, t))

) d (戈
,

T (x ))一 tH (T (x )
,

B (x ))

一(l一 r)H (T (x )
,

B
:

(x ))) : 一 t: 一 (1 一 t)
: = o

因此 二毛 G (x , t)
,

对 (二
, t)〔a ,

(D p
) x 〔o , 1 ]

·

(3
.

1 1)

从〔1 〕中定理2
.

1知
,

(3
.

9 )成立
.

称T 〔夕(D
, , 2 护

)具有(幻性质
:

(
.
) 如果存在 玉二

。

}c D , 使得 d (二
, ,

T (二
,

)), o
, , 。 + oo

,

那 么
,

存在一劣〔D ,
使得戈〔T (二)

.

定理5
.

1 设 T 〔刃(D
; , 2 ,

)使得
: = in f{d (二

,
T (x ))lx〔a ,

(D
,
)}> o ,

那么 T 的不动点

指数具有如下性质
:

(P
:

) 如果‘
;
(T

,
D ,

)今。且T 在 D , 上具有(劝性质
,

那 么T 在D ,
中有一不动点

;

(PZ
) 如果劣。〔D ; ,

那么 i,
(分

。,

D ,
) = 1 ,

这里忿
。

表示恒取 x 。

的映象 ;

(P3
)

‘

如果D = D
‘

U孑
,

其中 D
‘

和 刀
“

是互不相交的开集且使得尹 = inf {d( x ,
T (幻 )}

x〔D 朴卜> o ,

其中D 肠 = (D \(D
,

U D
Z

))
, ,

那么

‘,
(T

,

D ,
) = i,

(T
,

D 声)+ i,
(T

,

D ; )
;

(P
‘

) 如果G
:

D ; x 〔0
, 1〕、 2 尸满足

(
a
) 对每一t〔〔0

,
1〕

,
G .〔夕(D , , 2 ,

);

(b ) 对每一贬〔o
, 1 〕

,

存在占
‘

> o使得 d (x ,
G

:

(x ))> d
‘,

对二〔a ,
(D ,

)
;

(
e
) 对每一 t。〔[ o , i〕

,

存在
s > o使得对任何t:〔〔0

, 1 ] 门O [ t。, 。〕
,

下述结果成立
:

d (x ,
E (t。

.

, 1
)(x ,

义))异拼
:

(对 x 〔a ,
(D ,

)) (3
.

1 2 )

其中 E (, 。
.

t
‘

)(x ,
几)= 几B , 。

(二)+ (1 一几)B t :

(二)
,

对(x , t)〔D , x 〔o
, l〕

,
B *‘〔S (D , ,

2 ,
)

且H (B , ‘(二)
,

G , ‘(二))< 占
‘

(i= o , i , , 〔D ,
)

; 则s,
(G (

·
, i )

,

D ,
) = ‘, (G (

·
,

o )
,

D ,
)

.

证明 (p :
) 因 T〔刃(D

, , 2 夕)
,
存在 {T

”

}c s (D
, , 2 尸

)使得 T
。

导 T
,

在
: 一〔N , 当, ) n 。

时
,

万弋T (, ) , T
。

(x ))< ‘,

对所有
x 行刀,

即对 V 。
> 0

,

存

屹3
,
1 3)
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由假设知
,

d (男
, T (二))>

r
(5

.

1 4 )

从 (5
.

1 3)
,

(3
.

2 4 )以及定义5
.

1知
,

存在
n : 》 n 。

使得对所有
n > , 1 ,

i,
(T

,

D p
) = i ,

(T
。 ,

D ,
)斗 。 (3

.

1 5 )

由[ 1〕电定理2
.

1知
,

存在戈。
〔D ,

使得 x ”
〔T

。

(二
.

)
,

对每一
n ) n : ,

因此
,

d (二
。 ,

T (二
,

))《d (二
, ,

T
”

(x 。

))+ H (T
。

(二
。

)
,

T (x 。

))( e
(对 , >

n :
) (3

.

1 6 )

当 , , + OO 时得
,

d (二
, ,

T (x .

)), 0
,

因T 具有(
.
)性质

,

存在 二〔D ,
使得 二〔T (x )

.

由

(3
.

1魂)知
, 二〔刀 , ,

即存在珑D ,
使得正T (二)

.

(P:
) 令x o〔D , 月

.

注意到幻是。
一

中
一

压缩
,

从定义 3
.

1及在〔1〕中的定理2
.

1知
,

i,
(分

。 ,

D ,
)

= 1
。

(P
:

) 注意到
,

in f壬d (二
,

T (x )) Ix
曰

,
(D ,

)}> in f{d (x ,
T 恤 ))I戈〔D 朴 }二 : 肠) o 且

in f{d (二
,

T (二))}二〔a ,
(D 孟)}》in f{d (二

,

T (x )) I劣〔D 朴 } = : 朴) o (i = 1
,

2 )
.

选取尖S (D , ,

2 护)

使得H (T (x )
,

B (x ))<
:
气 对所有x 〔D , ,

从定义 3
.

1得
,

i;
(T

,

D ,
)= ‘,

(B
,

D ,
),

i,
(T

,

D 奋) = s,
(B

,

D 争) (‘= l ,
2 )

.

由 [ IJ中定理2
.

1得
,

i,
(B

,

D ;
)二 i ,

(B
,

D 奋)+ i,
(B

,

D ; )

因此
,

i,
(T

,

D 一
)= i,

(T
,

D 声)+ ‘, (T
,

D 乡)
.

(P
一

) 由假设
,

对每一t。〔[ o
,

i]
,

存在
。) o使得对任何

_

t :
〔〔o

,

i〕n o 〔t。
, 。〕

,

(P
一

)(
e
)的

结论成立
.

因 H (B
, ‘

(二 )
,

G , ‘
(x ))< 占, 、 ,

对所有 二〔D ,
(‘= o

,

i )
.

通过 (b )和定义 3
.

1 得
-

i,
(Gt

‘ ,

D ,
)= i,

(B , ‘ ,

D ,
) (i ~ o

,

1)
.

从 (3
.

12 ) 和 [ 1〕中定理2
.

1 知 ,
对每一 t :〔[ o

,

1 ] 门

O [ t。 , 。〕
,

i,
(B , 。 ,

D r
)= i,

(B f: ,

D ,
)

,

因此
,

对每一 t :〔〔o ,

1 ] 门O 仁t。
, 。〕

,
i,

(Gt
。 ,

D ,
) =

i ,
(Gt

: ,

D ,
)

.

注意到〔o
,

i〕是连通集
,

我们有
,

i,
(G (

. ,

l)
,

D ,
)= i,

(G (
. ,

0)
,

D ,
)

.

、

下面给出(P. )的一种特殊情况
:

(P一
)

,
在(P‘)中

,

如果条件 (
e
)用下述条件代替

:

(e )
,

如果G (二
, .

)
: [ o

,

i ]、 2 夕关于二〔a ,
(D ,

)一致连续
,

那么
,

(P
一
)的结论成立

.

证明 只须证明由(
e
)

,
可推出(P

.
)的(

e
)成立

.

对任何给定的 t。〔〔o
,

1 ]
,

从 (
e
)
‘知

,

存在

e > 0使得对任何t :〔[ 0
,

1〕门O〔t。
, 。]

,

H (G *。 (二)
,

G * ,

(二)) < 6 t。 / 4 ,

对所有二〔。,
(D ,

)

且
d (,

,

G *: (二))> d (二
.

G , .

(二))一H (G 才。
(二)

,

G t:

(戈 ))

、
。

6t
.

3
。 , _ 二

, 一
_ _

, , , n 、 、

Z O to
一 一丁一 = 下

,

。 to 气坷肌月 泥( 0 从LI , j夕
。

任 任

令 t : ( [ o
,

1〕门O〔t。
,

6 , 。 ]
,

选取及
‘〔S (D

, ,

2 尸
) (‘二 i

,

2)
,

使得

H (G 一、(x )
,

B t ‘(劣)) < 占t。 / s(对所有 二〔D ,
(i二 1

,

2 ))
.

令E (, 。,

t :
)(x

,

几)二孟Bt
。

(二 )+ (i 一几)B , :

(二)
,

对任何 (二
,

久)〔D ; x 〔o
,

i〕
,

那么
,

d (二
,

石(, 。
. 。:

)(义
,

几))> d (二
,

G t。(劣))一H (G , 。

(二)
,

E (t .
、

, 、)(二
,

几))

> d (二
,

负
。

(x ))一 几H (G *。 (二)
,

Bt
。

(x ))一 (i一凡)H (G , 。

(二)
,

Bt
:

(‘))

) d (劣
,

Gt
。

(二))一几H (G , 。

(劣)
,

Bt
。

(戈))一 (i 一几)H (份
。

(二)
,

G , :

(二))
. 、 , , ,

~
, 、

_
, 、 、 _ 。

d , . 。 , _ , 、

d ‘
, _ , 、

d‘ d t。 、 _

一 LI一几)月‘。“ L劣 )
,

万‘
,
‘劣 ))夕 。‘,

一龙七 几一 L王一 几)
一

了
-

一以一几)下犷
.

’一
厄州2 ”

,

对所有‘印
r (D , )

,

花〔0
,

1〕
,

因此(p . )的(
c
)成立
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四
、

不 动 点 定 理

定理4
.

1 设 T〔习(D
, ,

2 尸 )且T 满足
‘

F列条件
:

( i ) T 在 D
;

上具有(劝性质
;

( ii ) T 满足如下的(L S )条件
:

(L S )
:

存在
e o
〔D

;

和 占> O使得d (二
,

tT (x )+ (z 一 t)
。。

)) d
,

对x 〔a ;

(D
尸
)和 t〔(O

,

1 )
.

那么 T 在D ,
中有一不动点

.

证明 如果存在 {二
。

}〔 a ,
(D

尸
)使得 d (x 。 ,

T (x 。

))、 o , n。 + co
,

从 (
,
) 性质知

,

存在

‘〔D ,
使戈〔T (x )

.

结论成立
.

现假设存在d , ) o使得d (二
,

T (x ))》占
1 , x 〔日

;

(D r
)

.

因
。。〔D

, ,

存在 占
。

> o使得d (‘
, e 。)

》占。
, 二〔,

(力
,
)

,

又因T 〔夕(D , ,

2 尸
)

,

存在 {T
,

}c s (D
; ,

2 尸)和
。 。
〔N 使得

H (T
,

(x )
,

T (x ))< 占签
,

f 占
。

d
,

O , = m 土n 弓一二七
.

一 二
二

,

L 艺
一

艺

义〔D r ,

n 》 n 。 (4
.

1 )
、
!
、‘夕

“
00自

令G
。

(二 )= tT (二)+ (]一 t)
e 。,

(二
,

t )〔D , x [ o
,

1〕
,

G 奋
”’

(x )二 t T
。

(二)+ (1一 t)
。。 ,

(x
,

t)( D , x

[ 0
,

1〕 (”〔N )
,

那么

d (x
,

G 矛”(二 ))> d (x
,

G
:

(x ))一H (G
‘

(x )
,

G {
”

·

(二 ))

> 占一 rH (T
,

(x )
,

T (x ))> 占一 d关 > o

(戈臼
,
(D ,

)
,

t〔〔o
,

z〕
, , > n o

) (4
.

2 )

但

H (G 沂
” ,

(二)
,

G
.

(x ))( tH (T
。

(x )
,

T (x ))

+ (z一 t)H ({。
。

}
,

魂e 。})< 省朴 (x 〔D ; , n ) n 。 ,

t〔〔o
,

1〕) (4
.

5)

令E (, 。
.

, :
)(,

,

几)一义G ;了
,
(二)+ (1一几)G ;了

,
(x )

,

(x
,

几)〔D , x [ o
,

,

i〕
,

正N
, t。

,

t :〔〔o
,

1〕
.

那

么
,

E (t。
,

tl )(x
,

几) = (义t。+ (]一几) t ;

) T
,

(二)+ (凡(i 一 t。)+ (i 一久) (i 一 t ;

))
e 。,

(二
,

凡)〔D , x

〔0
,

1〕
.

因只t。+ (1 一几)t l
+ 几(i一 t。)+ (1 一还)(1 一 t :

) = 1 ,

因此
,

几r。+ (l一元)t ,

( 1 ,

由 (4
.

2 )

知
,

d (二
,

E (t。
,

t1 )(x
,

几))) 占一占气 x 〔a ,
(D

,

)
.

显然
,

G
:
〔习(D

二 ,

2 尸

)
, r〔〔o

,

l〕
,

因为

习(D , ,

ZF
) 是凸集

,

根据定理 3
.

1 (P
‘

)知
, ‘, (T

,

D
,

) = i ;

(仑
。,

D
,

) = 1
.

由 (
二
)性质及定理

3
.

1 (P ;
)知

,

存在二〔D ;
使得‘〔T (x )

.

定理得证
.

推论4
.

1 在定理4. 1中
,

(L S )条件被下述(L S)
‘

条件代替
:

(L S )
‘

(
a
) 假设 T (a ,

(D ,
))紧

;

(b ) 存在
。掩刀 , 使得对任何t〔(o

,

1)
,

存在 d
‘

> o 使得d (,
,

tT (x )+ (1 一 t)
。。

)

> d
:

> 0 , x 〔a ,
(D

,
)

.

那 么定理4
.

1的结论成立
.

证明 如果存在 { x ,

}C 日,
(D

,
) 使 得 d (二

。 ,

T (二
,

))、 o , 。。 + co
,

由 (
,
) 性 质知存在

二〔D , 使得 二〔T (x )
.

结论成立
.

现假设存在 d
:

) o 使 得 d (二
,

T (x ))》d : , x 〔。;
(D ,

)
.

因

。。(D , ,

存在 占
。

> o 使得 d (x
, e 。

)》占
‘, x 〔口

,

(D ,
)

.

令G
:

(x ) = tT (二)+ (1一 t )
e 。,

(二
,

t)〔

D , x 〔o
,

1〕
.

显然
,

G
。
〔习(D , ,

2 尸)
, t〔[ o

,

z j
.

对任何t。〔〔o
,

z〕
,

多“p{ IJ, 11夕〔T (“ )
, x (a ,

(D ,

)} , 那么 , 当t〔〔o
,

1〕门O〔t。
,

。〕时 ,

令 。一 。M
之i、、

其中M -
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万(G
.

(二 )
,

G t。
(二 ))( . t一 t。 l(M + 1ie 。l})< d , 。

/ 2 (对 二〔a ,
(马 ))

.

由定理 3
.

1 (P
‘

)
‘

知
, ‘;

(T
,

D
,

) = ‘
,

(户
。 ,

D
,

) = 1
.

再 由(
‘ )性质和定理3

.

1 (P
,

)知
,

存在

x 〔D , 使得 二〔T (二)
.

推论 4
.

2 设。,
(刀

;
)c X 有界且T 〔厚‘刀 , ,

2 尸)
.

假设 T : a ,
(D

,
)、 2 尸是 1 一少一压缩使得对

每一个二〔a ;
(D

,
)

,
T (x) 是闭集

,

如果 T 在乃; 上具有(劝性质且满足
:

(L S )
“

存在
e 。〔D

F

使得 x 〔tT (, )+ (1 一 t)
e 。, 二〔a ,

(D
;

)
, t〔(o

,

z )
.

那么定理4
.

1的结论成立
.

证明 如果存在 玉二
,

}C a ,
(刀

尸

)使得 d (二
二 ,

T (二 )), 0 , n , + OO
,

那 么由(劝性质知存在
二〔刀,

使得 x 〔T (x )
.

现假设存在d
l

> 0 ,

使得

d。
,

T (x ))》d
;

> o ,

对所有 二〔a r
(D ;

)
.

(4
.

4 )

令 g (x
,

t )= 二一 tT (x )一(z一 t)
。 。 ,

(x
,

t班D
, x [ o

,

i〕
.

如果石面丈a ;

(D
r

) x 〔o
,

i〕)
,

那 么存

在(‘
。 ,

t。 )〔a ;
(D ,

) X [ o
,

1 〕且 ‘·〔T f
‘。

)使得 x ,

一 t
, 2 。
一(1 一才

”

)
e 。” o , n , + 00

.

因 {t。 }C

〔o
,

1 ]
.

可假 设 t
,

* t。,

又因 T (a ;
(D ;

))有界
,

因 此
, x

,

一 t。: 。

, (1 一 t。)
e 。 .

显 然 t。斗 i 且

t。笋 。
,

如果 t。= 1
,

这与(4
.

4 )矛盾
; 如果 t。= o ,

那么 e 。〔a ,
(D ;

)
,

此 与e 。〔D
;

矛盾
.

故。< t。< 1
.

因{x ‘}有界且 {劣
.

}c= { x 。
一 to z 。

+ t声
。

}c {x
。

一 t。二 。

}+ t。凌: 。

}仁 {劣
。
一 r。二” } + to

T {劣
。

}
,

从而
,

中({二
,

} )( t。中(T {x ,

})( t。巾({二
.

})

因此 {戈
。

}是相对紧集
.

不妨假设 x 。

, x 。
〔a ,

(刀
,
)

.

因T 〔夕(D , ,

2 尸
)

,
T 在D , 上是 q

·

u. s
·

c
.

又

因T (二 )闭
, x 〔T (x )

.

故 T (二 )紧
.

x 〔a ,
(D ,

)
.

从而口〔夕(x 。 ,

t。)
.

即二。〔t。丁(二
。

)+ (i一 t。)
e 。,

这与条件(L S )
‘

矛盾
,

因此0 〔g (a ,
(D ,

)火 〔o
,

l〕)
.

即存在d > o使得

d (x
,

tT (x )+ (1一 t)
。。

)> 占> o ,

对所有二〔日,
(D ;

) t〔〔o
,

l〕
.

从定理4
.

1知推论4
.

2的结论成立
.

推论 4
.

3 设D c X 有界且T : 刀, , 2 尸 有界
,

u. s
·

c且 1 -中一
压 缩

,

如果T 在 D , 上具有(劝

性质且满足(L S )
“ .

那 么定理4
.

1的结论成立
.

注4
.

1 在【4」中
,

上面的推论4
.

3 是在假设F = X 且 T是单值卜中
一

压缩映象的条件下得到证明
.

推论4
.

4 设D c X 有界且T : D , 、 2 尸有界
, 。

.

5
.

。
且凝聚

.

如果T 满足(L S )
” ,

那么定理

4
.

1的结论成立
.

证明 因 T 是u
.

s
.

。且凝聚
,

因此T 〔凡 (D , ,

2 夕 )
.

假设魂x 。

}C D
;

使得d( 二 。 ,

T (二
。

)), 0 ,

n 、 + 00
.

因T 凝聚
,

故对x 〔D , ,

T (x )紧
,

因此存在夕,

〔T (x 。

)使得d (x , ,

夕,

)= d (x 。 ,

T (二
。

))

、 o
, n , + co

.

但 {x 二

}有界且 {戈
,

}C {x 。
一 g 。

} + {夕
。

}C {劣
。
一夕

。

} + T {x , }
,

因 此 巾 {戈
。

}《

。(T 扭
。

} )
,

从而 {x
二

}相对紧
,

因T 凝聚
.

不妨假设 x
。

, x0
, , , + 00

.

因 T 是 u
.

s
.

。,

故 x0 〔

T (二
。

)
.

又因(
, 、条件成立

,

从推论 4
.

3 知
,

存在x 〔D ; 使得正T (x )
.

注 4
.

2 在 〔月中
,

推论3
.

4是在 X 是 B a n ac h空亘的情况下得到证明
.

当F = X
,

推论 4
.

4推广了【5 」中

定理3
.

2
.

下面的例子能用定理 4
.

1判断
,

但不能用〔1〕中定理 1
.

1
.

例 2

1
了U

, 一
~

二又 -

、
’

I U

设 F = [ o
,

+ oo )
,

D = (z
,

1 )
,

那么 D ; = [ o , 1〕
,

a ,
(D ,

) = {z }
.

选 定 一 个眨

)
.

令D , 一

[
。

,

等)
,

D
: 一

l替
一

; (‘+ a ,」且
D 3 一

(;
(‘+ a ,

,

‘

」
·

令
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(冬
,

合
(卜

二 + a ) u (古
(‘一+ a )

,

普
“一 , a ,

)
,

(劣〔O二
U D 。

)

l夸
,

一

普
(卜

二 + 口 , 」 (二曰
:
,

!
‘......、

一一
、.少
�

劣
了叮屯、

T

由例 1知
,

T 〔刀( D , ,

2 尸 )
.

不难证 明T 具有定理 4
.

1中的(劝性质
.

选取 e0 = 口 /3 , 那么

d ( i
, tT ( i ) + ( 1一 t ) e

。

) ) 1 一 Za / 3 ) o ,

对 ( ( o
,

z )
.

从定理4
.

1知
,

存在二〔D ,
使 二〔犷(二 )

.

因对每一个x 〔D ;
U刀

3 , T ( x )非紧非凸
,

因此〔1〕中定理 1
.

1不能用于判断此结论
.

定理4
.

2 设F〔X 是一楔形且刀c= X 是一开集
,

假设 T 〔次 D , ,

2 ‘) 使得 (I 一T X D’ )有

界
.

如果下述条件成立
:

( L : ) 存在 d > o , 功〔F
, 。斗 0使得d ( 二

,

T ( x ) + t。 )》d
,

对任何t) 0且 ,
曰

, ( D , ) ,

( L : ) 令T
‘
二 T + t。 (t> 0)

,

那 么T
.

在D ,
上具有( .) 性质

,

对任何t> 0
.

那么i , ( T
,

D , ) = 0
.

证明 假设‘.( T
,

D ,
)钾 。且刀> 0

.

定义

G(
二 , t ) = T ( 二 ) + 叨。

,

( x 〔D , ,

班[ o
,

1〕)

因F 是楔形
,

类似于引理 3
.

1 ( 111 )的证 明知
,

G .〔习( D , ,
2 , )

,

由引理2
.

1( 4 )知
,

H ( G tl (二 )
,

G t . (二 ) )《 }t
: 一 t。 !夕卜皿

,

(正刀
, , t : ,

t。〔〔o
,

1〕)

注意到 ( L : )
,

由定理3
.

1( P‘)
,

知
,

i , ( T
,

D , ) = i , ( T + 夕。
,

马 )今。

从定理5
.

1 (P
;

)知 ,
存在x , 〔刀 ,

使得 二, 〔T ( x , ) + 刀功
,

因此
,

对每一个 硬万
,

可选取佃
.
}C=

D , 使x .

口 ( 戈
。

) + 。。 ,
_

因 11
n o U, + OO

, 。 , + oo
, 从而推出 ( I 一 T ) ( D , ) 无界

,

此与假设矛

盾
.

故‘
, ( T

,

D , ) 二。
.

令平 = {(口, ,

口“) !口‘ ,

口“是X 的两个开集使得口
‘
C O 吕

或口
,
c 口

, }
.

定理4
.

3 设 F c= X 是一楔形且(口‘ ,

O 名)〔牙
,

且刀二口
‘
U 口

: ,

刀‘二 9 ‘
n 口

, .

假设口〔刀
,
且

D ‘c D
.

如果T 〔习( D
, ,

2 ’)使得T 在 ( D\D ‘) , 是具有(. ) 性质且满足下列条件 :

( 1 ) 存在 占: > 0 和 。o〔口乡使得 d (劣
,

tT (二 ) + ( 1一 t ) 。。) ) 占: ,

对 任 何 劣〔a , (口乡) 和 t

〔( 0
,

1 ) ;

( 2 ) 存在d : > 0和。〔F
, 。今 8使得J (二

,

T (二 ) + 彻 ) > 氏
,

对任何 t ) o和 二臼
, (口; )

,

( 3
、

) 令T .

( 二 ) = T ( x ) + 彻
, 对所有x 〔口荟和 t》 o

,

那么T
‘

在O 吞上具有 ( . )性质
,

对任

何t> O
。

则T 在〔D\刀‘) ,
中有一不动点

.

证明 不 失 一 般 性
.

假设 刀 = g 么,

D ‘= g ‘.

令伊 = 〔D\( 刀‘
U (D\ DI ) ) ]’

,

则 D. c

( D\D
‘) , .

又令 f = I 一T ,

如果 0曰(伊 ) ,
类似于定理3

.

1 的证明
,

存在 x 〔( D \刀‘) ,
使拢

T ( 男 )二结论成立
.

假设 0 〔f( D 铃 )
,

因a , ( D , )C= D 份
且a, ( D 乡)C= 伊

,
故存在

: .
> o ( i = 1

,

2 ) 使得
: : = d ( 0

,

f ( a , ( D 加) ) > d ( B
,

f( D 廿 ) ) ) o且 , : = d ( 8
,

f(。, ( D 乡) )》d (口
,

f(D. ) ) > 0
.

类似尹定理

4
.

1和 4
.

2的证 明可得
,

i , ( T
,

D 吞) 二 1和 i , ( T
,

D ,
) = 0

.

根据定理 5
.

1 (P : )可得
,

i , ( T
,

(认D , ) , )

笋 0
.

再 由定理3
.

1( P : )及 ( . )性质
,

推出存在二以扒D ‘) , 使得二〔T ( x )
.

注4
.

3 定理4
.

3是〔l] 中推论3 .

3的推广
。
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五
、

区域不变性定理和满射性定理

定理5
.

1 假设F C X 是一楔形且T 〔习(D , ,

2 尸
)

.

如果下述条件成立
:

( i ) i,
(T

,

D ,
)笋 0 ;

(11 ) 对任何给定
r< 二

且 V 妓O
,

(o
, r

)二 O [ o
, r〕门F

,
T , 一 T + 或在 D , 上具有(

。
)性质

,

其中
r = in f{d (x

,

T (二 )) !二曰
,
(D ,

)}
.

那
’

么B ,
(0

. r
)C= (I一 T )(D ;

)
.

证明 因i一(T
,

D ,
)今 0知 :

> 0
,

对任何给定的 , 〔刀r
(o

, r
)

,

定义 G (x
,

t )= T (x )+ t夕,

(x
,

t)〔D , x [ o
,

i ]
.

不难证明G
:

(习(D , ,

2 尸 )
, t〔〔0

,

1〕
.

由引理2
.

1(4 )知
,

H (G to (二 )
,

口, :

(二 ))《 It ; 一t。11}v {{
, 二〔D , 且t : ,

t。〔〔o
,

1〕 (5
.

1 )

特别 地
,

H (G
。

(x )
,

G
。

(x ))( t }I梦11( : , “〔D ;
且t〔[ o

,

1〕 (5
.

2 )

根据(5
.

2 )
,

试
x

, ·

)
: 〔o

,

1 〕、 2了关于二〔万
,
一致连续

,

从 (4
.

1 )可得
,

d (、
,

G
:

(x ))) d (二
,

T (二 ))一H (T (二 )
,

G
‘

(劣 ))> : 一二 二o
,

(x 〔a ,
(D ,

)
, t〔〔0

,

1〕) (5
.

3 )

由定理3
.

1(P‘
)
‘

知
,

i,
(T

,

D ,
)= ‘,

(T + 梦
,

D ,
)笋 0

又 由定理3
.

l( P :
)知

,

存在劣〔刀,
使得劣〔T (二 )+ y ,

即 g〔劣一 T (x )C (I 一 T )( D ,
)

.

推论5
.

1 假设 T 〔习(D , ,

2尸)使得

( i ) 对任何劣。〔D , ,

夕。〔T (二
。

)
,
存在r 。。> o和R 。。> o使得对任意 r〔O〔o

,

R 。。)和 梦, 掩

B’(0
,
r )

, T + 夕。+ 夕。
。

在刀万
;

[二
。 ,

r功〕(~ 刀,
门O [ 二

。 , r 夕。〕)上具有(
,

)性质
;

( 2 ) ‘,
(少+ 夕。

,
B 。 二

(二
。 ,

r g 。))今 0
.

则(I一T )(刀
,
)是关于F 的相对开集

.

证明 对任意夕
。〔(I一T )(D ,

)
,
存在二o〔D ,

使夕
。〔T (二

。

)
,

由(1 )
,

(2 )知
,

存在
r g 。> o使

得f,
(T + 夕。

,

B 。 ;

(二
。 , r g 。))今 。

,
从而得 T 。。= in f王d (‘

,

少(‘ )) !‘〔a ,
(B 。 ;

(‘
。 , r 夕。))} ) 0 , 由

(2 )
,

存在R 夕。> 0
.

令
r
< m in {: 夕。

,

刀。
。

}
,

那么对任何9 9 。〔B ,
(o

, r
)

,

犷+ 夕
。

+ 乎。
。

在 B 。 ;

(二
。-

r 。。)上具有(
,
)性质

,

从定理 3
.

1推得B ,
(g 。 , r

)C= (I一 T )(D ,
)

.

从而(I一 T )(D ,
)是关于F 的

相对开集
.

推论5
.

2 设T〔刃(F
,

2 护)且下述条件成立
;

( i ) 存在
r 。

> o使得对每一个p 》 r 。> o和f〔F
,

T 了= T + j在B ,
(o

,

p )上具有(
,
)性质

;

( 2 ) lim l‘
r
(T

,

B ,
(o

,

p ))I> o,

P - 争 + (洲口

( 3 ) 令G = I一 T
.

对任何有界集Mc F
,

G
一 ‘

(M )二 体〔F }G (‘ )门M 份价有界 ;

则 (I一T )F 二F
,

特别 地当F = X 时
,

(I一T )X ~ X
.

证明 由(2 )
,
存在

r : ) r 。,

当r > r ;
时

,
i,

(T
,

B ,
(o

, r
))笋 0

.

下证
r : = io f{d (二

,

T (二))}

X曰式B .( o
,

R ))}, + oo
, R 、 + 00

.

事实上
,

假设结论不成立
,

则 存 在 {, .

}C= a ,( B’(0,

R
。

))
, y

.

( T (二
.

)
,

R
.

、 + oo
,

对 n〔N
.

且K > o 使得书二
,
一y .

肠《K
, 由(3 )

, 魂劣, }有界
.

此

与条件卜
,

落== R
.

、 + oo 矛盾
.

故
r : , + oo

,
R 、 + 00

.

对任何g 〔尸 , 因‘
一 ‘

(, )有界
,

选取尸 > r。使得 勺
‘> 2 卜 . + 1

.

从定理,
.

1推知
, , 《 I一
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T )(B ,
(o

,

R ‘
))

.

因此 (I一 T )F = F
.

定理 5
.

2 在推论 5
.

2中
,

(3 )被下述更弱的条件代替
:

(3 )
‘

当{% 。

}C F 使得 Jlx
。
一 , 。

l}、夕〔F
,

其中梦
。
〔T (劣

。

)
,

那么{戈
,

}有界
.

则推论 5
.

2的结论成立
.

证明 类似于推论5
.

2的讨论
,

存在
r ,

》 r 。使得‘
p
(T

,

B ,
(o

, r
))年。

, 对任何
r
>

r : .

令夕〔

F 和 G (劣
,

t )= T (x )+ t夕, x 〔D , , t〔〔o
,

z〕
.

不难证明 G
。
〔习(D , ,

ZF
)

, 对任何t〔〔0
,

1〕, 且

‘(“
, ·

)关于‘〔口
,
(D 沙

)一致连续
.

现在证明
,

存在 d > o和 r , ) r : 使得 r r ,
= in f{d (x

,

T (x )+ tv )J二〔a ,
(B ;

(O
,

r ,
))}) 占) 0

.

如果不成立
,

那么存在
r
奋
” )、 + oo , 。。 + co , 二 ,

〔日,
(B ;

(o
, r
奋
” ,

))
, v 。

〔T (x ”

) 和 t。〔[ o , i〕

使得 {!x
,

一夕
。

一 t。梦{】、 o , n 。 + 、 , 因 t。〔「O
,

lj
,

不妨 假设 t。、 t。,

贝!川1劣
。
一 g 。

一 to夕{}、 0 ,

n , + co
.

从(3 )知 {x 。

}有界
.

这 与条件 {{二
。

}}= r
奋

n , 今 + co 矛盾
.

从定理3
.

1 (P
‘

)
‘

知
,

iF

(T + 乡
,

B ;
(o

, r ,
))= i,

(T
,

B ,
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