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摘 要

本文介绍了由几何反演而导出的自反分形概念
.

构造了一个对称的
,

分叉自反分形曲线和一个

自反分形尘集
.

推广了分形密切的概念而且提出了一个新的概念—分形包 络
.

最 后 给 出了
“

肥

皂
”

和
“

鸡蛋
’

的两个自反分形的实例
.

关钮祠 几何反演 自反分形 分形密切 分形包络
.

一
、

引 言

分形几何是二十世纪七十年代才出现的一个新 的数学分支
,

这一开拓性的工作应归功于

B
.

B
‘

M an de lb r

ott
”

’「”
.

分形几何为人们提供了一个研究 自然界中 复 杂的不规则形状和结构

的数学工具
: ‘, 4 , 5 , 7 , .

分形几何从处理最简单的
“
线性分形

”
开始

,

其研究的是具有自相 似特征的分形集
.

然

而分形概念并不拘泥于 自相似
,

在几何反演所对应的变换群下 的 某 些不变 集也具有分形特

征
,

这种分形集被称为 自反分形
.

第一个自反分形是在十九世纪八十年 代由POi nc ar 亡和K lei n

构造的
,

而今自反分形已成为 自守函数理论的一个特殊时论题
.

二
、

几 何 反 演

给定一个 以O为圆心
,

以 R 为半径的 圆
c ,
尸是不同于O点的任何一点

,
尸点的反演点定义

为射线O p 上的一点尸
‘ ,

使得长度 IOp }和 . 0 尸,I 满足

!OP !
·

}O P
‘

}= R .

反演是保圆映射且是周 期为2的周 期映射 (把直线作为半径 为无 穷大的圆)
,

其具有以

下性质
:

定理 1 圆的反演像是圆
.

定理 2 彼此 正交 (或相切) 的圆的反演仍是彼此 正交 (或相切)
。

定哪 两个不同点尸和尸
‘

关于圆c 是互为反演点
, 财经过尸和尸

产

的任意一个圆是它 自身

关于圆
c 的反演像

,

并且它与圆
c 正交

.

.

陈至达推荐
.
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定理4 若以O为圆心
,

以 R 为半径的圆
c把点偶A B (A

、

B都不同于O )反演 成点偶A
尸
B 尹 ,

则它们之间距离满足关系式
:

}A
声
B

尹

}
’

=
R 名
}A B 】

IOA !
·

}O B }

三
、

自反集与自反分形

与线性分形类似
,

我们从一个
“生成器

”
开始

,
这里生成器是由 任意 取 定 的m 个 圆构

成
.

由这些圆连续不断地反演构成一个变换群
,

把这样所得到的变换 群 记为G
.

在群G 的运算

下不变的集合称为 自反集
.

对任意非空集S , 把它称为种子 (s ee d )
,
S关于G 的所 有 变换 下 的像集的并称为S的族

(
。la ns )

,
任何集 S的族都是 G的自反集

.

如果一个群G 对任何种子 S
,
S的族覆盖整个平面

,

这

时 G 的自反集必为全平面
,

称G 为浑沌群(
eh a o tie g r o o p )

.

非浑沌群归功于P o in e a r ‘
.

如果G

是一个非浑沌群
,
G的 自反集中最小的一个是在群 G的运算下任何 最 初点变换的极限点的集

合
,
我们把它称为极限集

,

记为L. 极限集可能退化为一个点或一个圆等等
,

但通常它是一个

破碎或不规则的分形集
.

若变换群G 的一个极限集L是分形集
,

则称L为自反分形
.

四
、

对称的
、

分叉的自反分形曲线

本节我们来构造一个对称的
、

分叉的 自反分形曲线
.

把
.

图 1 中 的7个圆 c : ,
几

, 口:
, ,

· ,

巧作

为生成器
.

第一步是对生成器中每个圆
c ‘
(‘= 1

,

2
,

⋯
,

7 )
,

用除
c ‘
外其 它6个圆关于

c ‘的反演的

像代替价 , 这样共得到42 个圆 (如图 1中没有标记的42 个圆)
.

第二步用刚得到的 4 2个圆关于

虫成器的7个圆的反演像中新出现的25 2个圆 (如图1中所示的黑圆盘的边界 )
.

重复上述过程

并且无限地进行下去
,

最终所得到的姆限集L是一个自反集
.
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显然 L是对称的
.

由于L不是 自相似的
, 则分形维数的计算和估计变得十分 困难

.

根据L的

结构我们猜想L的分形维数小于 2且不小于A Po llon ia n 网「“’的分形维数
,

也就是说

1
.

3 0 5 8《 D < 2

另一方面
,

在 L的任意一点尸的任意小的邻域 U (尸)的边界。U (尸)上至少有3点是在 L n 口(尸)

的同一条曲线上
,

因此L是一条对称的
,

分叉的 自反分形曲线
.

五
、

自反分形尘集

我们采用与上节类似的方法再构造一个自反分形尘集
.

如图2 , c , ,
几和几是 三 个 半径相

等
、

圆心之间距离也相等且互不相交的圆
.

我们把这三个圆作为生成器
。

第一步 用c, 和 c ,
关于

c ‘的反演像代替
c ‘,

这样得到 6个圆c’
, c 。 ,

⋯
, c 。 .

第二步用这 6个圆关于生成器的 三 个圆的反

演所得到的 12 个新 圆代替它们
.

如此无 限地进行下去
,

最终所得极限集 L是一个自反集
.

日 2

下面我们来估计 L的分形维数D
.

我们必须借助于H a o dor ff一Be
s c
ov it ch 维数的定义来确

定或估计 L的分形维数
.

但这是很困难的
.

幸运的是这个自反集L具有较好的
“相似性

” 和对称

性
.

这里我们近似把它作为自相似的
,

由于N = 2 ,
又根据定理4可知比率

『满足
:

告
< r

< 普
在极限情况下

,

我们
制

两个相似比
『; 二 1/ 4 和 r Z

一“/( “+ 矿亏), 利用Man de ‘“
r “ ,公式‘”

钾
r
?

, 1得分形维数D “。
.

5 97
.

另一方面几。O
,

因此极限集L是一个 自反分形尘集
.

-乏曲

/ 、亏 分形密切和分形包络

从如
。u姐ia n 网不难着出于够 自反分形具有

“密切 ”
或

“包络
”
特征

·

当然 由 于分形曲

线不那么光滑
,

标准的密切和包络概念在分形几何中无什么意义
.

因此有必 要 来重新定义这

些概念
,
这里我们把它们分别称为分形密切和分形包络

.
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(3 ) 曲线族「中每条曲线都与L相切 ,

则分形曲线L称为该曲线族「的分形包络
.

图3的阴影部分的边界分形曲线L是 L内部所包含的圆组成的曲线族的分形包络
.

七
、

液状结晶的A po llo n ia n 模型

本节给出两个自反分形的实例 (肥皂和鸡蛋)
,
其 中

“鸡 蛋
”
的A p ol lo n协n 模 型是由

我们发现的
, ’

它们是自反分形在液状结晶的一个范畴的描述中所起作用的具体体现
,

由于液状结晶概念不广为人知
,

我们引用Br ag g 于1 9 3 4年给出的 意译来描述
: “

这些漂

亮而且神秘的物质是
:

在它们流动性方面呈现液状特征
,

而在视觉上 则 表 现为 结晶体的特

征 ; 它们的分子具有比较复杂的结构
」

,

长长的而且象链
.

一些液状结晶状态的组成象肥皂组织的模型
.

肥皂液状结晶象地上谷物闷样 排列
,

层的

厚度是分子的长度
.

最外层非常柔韧
,

坚固而且接近于澄清
,

并且屈从后释族
.

实际中另一个A p ol lo ni a n 模型 的实例是
“鸡蛋

” .

在蒸鸡蛋羹之前
, ‘’

我们先要 把鸡蛋打

入碗里
,

再加入 两倍的温水或牛奶
,

然后用筷子搅拌使起泡沫
.

搅拌之后
,
我们 会 发现

“
鸡

蛋”
表面形成了一层泡沫

,

(图4) 表示的是它们在摄影底片上的像
,

其具有A p o llo 丘ia n 填

隙模型
.

鸡蛋表面被大小不同的气泡覆盖
,

并且状态 比较稳定
.

只 有 把 碗放 入加热的锅里之

后 ,
气泡才很快释放掉

.

八
、

结 束 语

自反分形作为某些反演群下的不变集具有很丰富的内容
,
然而自反分形并不拘泥于几何

反演
.

某些变换群的运算下的不变集也是 自反分形
.

特别是一些保圆变换群
.

例如
,
由M6 bi姑

变换或者咖b i此变换与共扼变换的复合变换所生成的变换群
,

这些变换群 可以 构造更多
、

更丰富的自反分形
。
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