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摘要:  解析地研究了无限深不可压粘性流体中运动物体产生层流尾迹与自由表面波的相互作用# 

以定常的 Oseen 方程模拟受扰流动, 对于小振幅自由表面波则采用线性化的运动学和动力学边界

条件# 在数学描述上,运动物体以Oseen 极子模拟,受扰流场分解成表述粘性尾迹的无界奇异 Oseen

流和描述自由面效应的有界正则 Oseen 流之和# 通过积分变换法, 得到自由表面波的精确解# 借

助Lighthill的两步格式,导出了自由面波高带有附加校正项的渐近解# 所得对称解显示了波动的

振幅因粘性和潜深的存在而呈指数衰减# 

关  键  词:  自由表面波;  粘性尾迹;  粘性;  潜深;  Oseen 极子 ;  Lighthill两步格式;  渐

近解
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引   言

物体运动而产生的自由表面波是理论流体动力学的一个经典问题,势流理论广泛应用于

波形的定性研究[ 1~ 4]# 由此发现,运动点源产生的定常远场波形是由局限在一个 V状区域两

族波(即横波和散波)的叠加# 然而,势流理论往往不能定量给出点源运动轨迹附近的波高# 

众所周知, 所有流体都具有粘性,因而粘性理论比势流理论在数学上更精确, 物理上更合理# 

自Cumberbatch [ 5]首先研究粘性对船行波的影响以来,对带自由面的粘性流动现象的解析研究

越来越受到重视# Allen [ 6]比较了 Kelvin 船行波中的粘性效应和点源分散效应; 运用 Oseen近

似理论, Brard[ 7]考虑了涡动对船行波的影响# 通过对Navier_Stokes方程做级数展开, Lugt[ 8]对

粘性流体的自由表面的物理特性做了局部分析# 

从合成孔径雷达所捕获的船行波图象上,可以观测到在海洋中因浮行或潜行物体产生的

波形和尾迹,但这些尾迹的产生机理尚未得到完整的研究[ 9, 10]# 我们认为运动物体在流体表

面所产生的信号,与自由表面波和层流尾迹间的相互作用有关# 

为了初步了解波和尾迹的相互作用, Lurye[ 11]提出了定常Oseen流动的 Green函数问题,其

中流场被认为是一个无界/来流0和一个/绕射0流动的叠加# 然而, Lurye
[ 11]
仅给出了描述波与
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尾迹相互作用的 Fourier积分式,而要精确地给出这些式子的解析式是极端困难的# 为了对这

一问题有进一步的了解, 有必要采用摄动的方法求解# 假定波动主要源于受扰流的/绕射0成

分, Lurye[ 12]和 Chan & Chwang[ 13]分别求解了 Oseen极子和 Oseen 偶极子产生的自由表面波的

渐近解# 最近, Liu& Tao[ 14]和Lu[ 15]用表面压力点模拟一个浮行体, 解析地研究了无限深粘性

流体中一个浮体运动生成的自由面波和远尾迹# 

本文研究具有无限深度的不可压粘性流体中运动潜体产生的自由表面波# 运动物体以

Oseen极子模拟# 假定流动处于层流状态,第 1节给出了数学描述, 第 2、3节分别导出自由面

上波形的精确积分解和渐近解# 第 4节给出相关的物理解释# 第 5节作出结论# 

1  数 学描 述

我们考虑在静止的不可压粘性流体中,匀速运动物体所产生的自由面流动# 忽略初始效

应,假定运动是定常的# 将坐标系固定在移动物体上,如图 1所示, x 轴沿运动物体的直线轨

迹, z 轴垂直向上,则流体以匀速 Uex 流动, 其中 U是常数, ex 为x 轴方向矢量# 

假定运动物体产生的远流场满足 Oseen 方程, 我们选取 QU2 作为参考压力, U2/ g 为特征

长度, 其中 Q是流体的密度, g 为重力加速度# 分别以 U、QU2、U2/ g 为特征系数无量纲化速

度、压力、距离, 可得无量纲化的连续性方程和带奇点项的Oseen方程:

  #̈u = 0, ( 1)

  5 u
5x = - P̈ + E¨2

u+ FD( x - x0) , ( 2)

其中 u = ( u , v , w ) 表示受扰流场的速度, P 为动态压力, D( ) 是三维的 Dirac函数,且

  E= Lg/ QU
3
, ( 3)

其中, L是流体的粘度, F = - Fex 是位于x0 = (0, 0, - h0) 的恒定集中力, h0为潜深, F 为奇

点力的大小# 这样的集中力被称为基本奇点[ 16]
, 方程( 1)和( 2)与之对应的基本解称为 Oseen

极子# 无量纲化参数 E则为 Reynolds数的关于特征长度的倒数# 

对于小振幅波, 我们采用线性化的边界条件, 即在 z = 0上,有

  5G
5x = w , ( 4)

  E
5 u
5z +

5w
5x = 0, ( 5)

  E
5v
5z +

5w
5y = 0, ( 6)

  p - 2E
5w
5z = 0, ( 7)

其中, p = P - G为未扰自由面上的总压, G( x , y ) 表示无量纲化的位移# 式(4) 表示自由面

上的流体质点一直保留在自由面上,即运动边界条件# 忽略表面张力的影响, 式(5) 和(6) 分

别表示自由面上 x 和y 方向的剪切力为零, 式( 7)表示法向应力为零# 式( 5)至( 7)为动力边界

条件# 

控制方程( 1)和( 2)及边界条件( 4)至( 7) ,构成了一个带奇点的边值问题# 我们认为受扰

流场 ( u, P ) 可以表示为无界的奇异Oseen流动( uS, P S) 与有界的正则Oseen流动( uR, P R) 之

和,前者表示奇点引发的粘性尾迹的效应, 而后者表示自由面效应, 即

  u = uS( x ; x0) + uR( x) , ( 8)
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  P = P S( x; x0) + P R( x)# ( 9)

众所周知, 任何连续的矢量都可以表示成一个无旋向量和一个无散向量之和, 即

  uR = VL + VT, ( 10)

和

  VL = ¨5 , ( 11)

  #̈VT = 0, ( 12)

其中 5( x) 为一个标量势函数,表述无旋流动;而 VT ( x) 表述有旋流# 我们有

  ¨2 5 = 0, ( 13)

  
5 VT
5x = E¨2

VT , ( 14)

  PR = -
5 5
5 x# ( 15)

因而,在未扰自由面 ( z = 0) 上的边界条件可用 uS, PS, 5 和 VT来表示, 即

  5G
5x -

5 5
5z + wT = wS, ( 16)

  2
52 5
5x5z +

5 uT
5z +

5wT
5x = -

5 uS
5z +

5w S

5x , ( 17)

  2
52 5
5 y5z +

5 vT
5z +

5w T

5y = -
5v S
5z +

5w S

5 y
, ( 18)

  5 5
5x + G+ 2E

52 5
5z 2

+
5wT
5z = PS - 2E

5w S

5z , ( 19)

其中, ( uS, vS, w S) 和( uT , vT , wT ) 分别表示 uS和 VT的各分量# 这样,奇异流动和正则流动通

过边界条件建立了相互关系# 

2  精确积分解

对方程( 1)和( 2)进行 Fourier 变换, 并运用 Cauchy 留数定理, 可以得到无界奇异流动的

Fourier积分解:

  uS( x ; x0) = -
1

8P2
F#( I¨2

- ¨ )̈Q
]

- ]Q
]

- ]
dAdB

exp( iAx + iBy )
iA

@

    1
A
exp(- A | z + h0 | ) -

1
B
exp(- B | z + h0 | ) , ( 20)

  PS( x; x0) = -
1

8P2
( F# )̈Q

]

- ]Q
]

- ]
dAdB

1
A
exp( iAx + iBy - A | z + h0 | ) , ( 21)

其中,

  A = A
2
+ B

2
, ( 22)

  B = iA/ E+ A2+ B2# ( 23)

引用Weyl积分式[ 17] ,式( 20)和( 21)可以化成

  uS( x ; x0) =
1
4PF#( I¨2

- ¨ )̈Q
(x- r) / (2E)

0

1- exp(N)
N dN, ( 24)

  PS( x; x0) = -
1
4P
F#¨ 1

r
, ( 25)

其中 r = +x - x0 +, 式(24) 和(25) 和 Oseen_Burger 张量一致[ 18]# 根据 Oseen 解的分解定

理[ 19]
,容易证明式(20) 和(21) 中带 exp(- A | z + h0 | ) 项代表无粘流动, 而带 exp(- B | z +
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h0 | ) 项代表粘性效应# 

对自由面流动 ( z [ 0) , 可以引进如下的 Fourier变换:

  G, 5, VT =
1

4P
2Q

]

- ]Q
]

- ]
dAdB �G, �5 exp( Az ) , �VTexp( Bz ) exp( iAx + iBy )# ( 26)

这样的变换使得方程( 13)和( 14)自动满足# 将式( 26)运用到式( 13)和( 16)至( 19) , 并考虑到

连续性方程,我们得到求解 �G, �5 , �VT 的联立代数方程组# 由此, 容易求得 G的精确积分表

达式:

  G=
F

4P
2Q

]

- ]Q
]

- ]

N
D
exp( iAx + iBy )dAdB, ( 27)

其中,

  N = ( iA+ 2A 2E) exp(- Ah0) - 2ABEexp(- Bh0) , ( 28)

  D = A - A2+ 4iEAA 2+ 4E2A 3( A - B )# ( 29)

3  渐 近展 开

式( 27)精确地给出了自由面上波形的表达式,但不具有物理直观# 因而, 我们有必要寻求

式( 27) 的渐近解# 下文将以 Reynolds 数的倒数 E为摄动小参数, 运用 Lighthill 的两步格

式[ 20, 21]对波形进行摄动分析# 

为了运算式( 27)中的 A积分, 我们首先分析被积函数的分母的解析特性 # 式(29) 中的

D( A, B, E) 可认为是一个色散函数,它定义了粘性波的色散关系# 式( 27)的被积函数的极点

由以下色散方程的根所确定

  D = A - A2+ 4iAA 2E+ 4A 3( A - B) E2 = 0# ( 30)

当 E较小时,色散方程有两个关于 A的零点:

  An = (- 1) n+ 1a0+ iEa1 + O( E3/ 2)   ( n = 1, 2) , ( 31)

其中

  a0( B) = 1 + (1 + 4B2) 1/ 2 1/ 2
/ 2, ( 32)

  a1( B) = 4a60(2a
2
0- 1)- 1# ( 33)

在 ( x , y ) 平面引进极坐标( R, H) 如下

  x = RcosH, y = RsinH# ( 34)

根据 Lighthill[ 20]的理论, 式( 27)中的积分值主要贡献来自色散方程( 30)的零点附近# Lighthill

方法的第一步中, 我们运用留数定理得到当 R 较大时波形的渐近表达式

  G=
F
2P6

2

n= 1Q
]

- ]
dB

a
2
0N1

1- 2a20
exp[ Rf n( B) ] , ( 35)

其中

  N1 = - [ 1+ 2(- 1) n iEa30] exp(- a
2
0h0) +

    2(- 1) niE1/ 2a3/ 20 exp -
a
1/ 2
0 h0

2E
[ 1 + (- 1) n+ 1i] + (- 1) n+ 1

Pi
4
+ o ( R

- 1
) , ( 36)

  f n ( B) = iAn cosH+ iBsinH+ O( E
3/ 2
) ,   H I (- P, P)# ( 37)

Lighthill方法的第二步中,我们将运用最速下降法求解当 R 较大时的B积分# B积分的驻

定点由以下方程确定

  f
c
n( B) = 0   ( n = 1, 2) , ( 38)
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其中撇号表示对 B求导# 参照式( 31) ,可以假定方程( 38)具有以下形式的渐近解

  B= b0+ Eb1+ O( E
3/ 2
)# ( 39)

将式( 39)代入式( 38) , 并在 B= b0附近做Taylor展开,可以得到式( 39)的首项由以下方程确定

  (- 1)
n+ 1

a
c
0( B) cosH+ sinH= 0   ( n = 1, 2) , ( 40)

而第二项由下式确定

  b1 = - i(- 1) n+ 1
a

c
1( B)
a

d
0( B) B= b

0

  ( n = 1, 2)# ( 41)

容易求得渐近解的首项为

  b0 = Bnm = (- 1)
n
qmQ

1/ 2
m tanH  ( n, m = 1, 2) , ( 42)

其中

  Qm = ( qm + 1) / 2, ( 43)

  qm = 2 1 + (- 1) m+ 1 1- 8tan2H
- 1

# ( 44)

式( 37)在驻点附近可表示为

  f n ( B) = f n ( Bnm) + iEb1 (- 1) n+ 1ac
0( Bnm) cosH+ sinH +

    1
2
f

d
n ( Bnm) ( B- Bnm)

2
+ O( E3/ 2) , ( 45)

其中

  f n ( Bnm) = - Ea1( Bnm) cosH+ i (- 1) n+ 1a0( Bnm) cosH+ BnmsinH # ( 46)

运用最速下降法和其他数学运算, 粘性尾迹上的波形可表示为

  G= 6
2

k= 0

Gk + o ( R
- 1
) , ( 47)

其中

  G0 = Fd
R 6

2

m= 1
d
V
md

S
mQ

3/ 4
m cosMm , ( 48)

  G1 = 2EFdR 6
2

m= 1

d
V
md

S
mQ

9/ 4
m sinMm , ( 49)

  G2 = - 2E1/ 2Fd R 6
2

m= 1

d
V
md

B
mQ

3/ 2
m sin Mm -

Q
1/ 4
m h0

2E
+
P
4

, ( 50)

  d
R
=

2
PR cosH

1/ 2

(1- 8tan
2
H)
- 1/ 4

, ( 51)

  d
V
m = exp(- 4Eq

- 1
mQ

3
mRcosH) , ( 52)

  d
S
m = exp(- Qmh0) , ( 53)

  d
B
m = exp -

Q
1/ 4
m h0

2E
, ( 54)

  Mm = Q
1/ 2
m R( cosH- qmsinHtanH) + (- 1) m+ 1

P
4

# ( 55)

4  物 理解 释

不难看出,波形的解仅仅在 | H| < H
C
的区域内成立,其中 H

C
= arctan 1/ 8 U 19b28c,即

所有波动和尾迹都囿于运动物体下游的V状区,如图 2所示# 注意到波形的解依赖于角度 H,

波型可以常相位线显示, 其参数方程如下
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   图 1  坐标系         图 2  当 h0 = 1, E= 0. 01 和 F = 4P时

Oseen极子产生的自由表面波

  x =
2kP+ (- 1)

m
P/ 4

Q
1/ 2
m (1 - qm tan

2
H)
, ( 56)

  y =
[ 2kP+ (- 1) mP/ 4] tanH
Q
1/ 2
m (1 - qm tan

2H)
  (m = 1, 2; k = 0, 1, 2, ,) , ( 57)

H为参数# 图 3显示了当 k = 1, 2, 3时粘性自由面波型, 从中可以得知表达式中和 q1有关的

项表示横波,而和 q2有关的项表示散波# 

从式( 55)可以看出,我们可以定义相位函数如下

  Mm = K mR + (- 1) m+ 1
P
4
, ( 58)

其中 Km 是波数, 且

  Km = Q
1/ 2
m ( cosH- qmtanHsinH)   ( m = 1, 2)# ( 59)

于是,波长 Lm( H) 可表示为

  Lm( H) =
2P
Km

= 2PQ
- 1/ 2
m ( cosH- qm tanHsinH)

- 1   ( m = 1, 2)# ( 60)

如图 4显示,当 H趋近H
C
, 波长趋近 4 3P/ 3# 当 H趋近零, 横波波长为 2P而散波波长为零# 

图4表明横波长于散波,该结论与无粘流体的情况一致[ 3]# 

图 3  波型                 图 4 波长

可以发现,波形的解析式存在三类衰减因子:径向衰减因子 d
R
, 粘性衰减因子d

V
m , 潜深衰

减因子 d
S
m和d

B
m# 波形随距离的增大呈代数衰减而随粘性和潜深增大呈指数衰减# 如式

(49) 和(50) 所示, G1和 G2的波幅和无量纲参数 E关联, 可认为它们是粘性尾迹对波形的贡

献;当粘性趋向零时, G1 和 G2亦消失# 式( 50) 则显示对于小的 E, G2 随深度增加迅速衰减# 
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图 5  当 E= 0. 01, H= 0. 33和 F = 4P     图 6 当 h0 = 1,H = 0. 33 和 F = 4P

时潜深对波形的影响 时粘性对波形的影响

当 h0 = O( E) ,即物体在自由面边界层内运动时, G2 的影响显著# 图 5和 6分别显示了潜深

和粘性对波形的影响# 

5  结   论

本文给出具有无限深度的不可压粘性流体中运动物体产生的自由表面波形的精确积分

解、渐近解和图象显示,求得了波形的主导项和附加校正项# 而附加项代表了粘性尾迹的影

响,当粘性趋于零时,这些项也随之消失# 这些附加项幅度较小, 且和主项存在相位差# 结果

显示,波形的渐近解存在三类衰减因子:径向衰减因子,粘性衰减因子,潜深衰减因子# 

致谢  笔者对章梓雄(Allen T# Chwang)教授有益的建议和讨论致以衷心的感谢# 
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Interaction of Viscous Wakes With a Free Surface

LU Dong_qiang1, 2
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Shan gha i 200072, P . R . China

2. Depar tment of Mechanical Engin eer in g , The Univ er sity of Hon g Kong ,
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Abstract: The interaction of laminar wakes with free_surface waves generated by a moving body be-

neath the surface of an incompressible viscous fluid of infinite depth was investigated analytically. The

analysis was based on the steady Oseen equations for disturbed flows. The kinematic and dynamic

boundary conditions were linearized for the small_amplitude free_surface waves. The effect of the

moving body was mathematically modeled as an Oseenlet. The disturbed flow was regarded as the

sum of an unbounded singular Oseen flow which represents the effect of the viscous wake and a

bounded regular Oseen flow which represents the influence of the free surface. The exact solution for

the free_surface waves was obtained by the method of integral transforms. The asymptotic representa-

tion with additive corrections for the free_surface waves was derived by means of Lighthill. s two_stage

scheme. The symmetric solution obtained shows that the amplitudes of the free_surfacewaves are ex-

ponentially damped by the presences of viscosity and submergence depth.

Key words: free_surface wave; viscous wake; viscosity; submergence depth; Oseenlet; Lighthill. s

two_stage scheme; asymptotic solution
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