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摘要:  根据广义特征理论, 对横观各向同性含液饱和多孔介质中应力波传播特性进行了特征分

析# 给出了特征曲面的微分方程以及沿次特征线的相容条件, 得到了波阵面的解析表达式# 详细

地讨论了应力波在横观各向同性含液饱和多孔介质中传播时,其速度曲面和波阵面的形状及性质# 

分析结果亦表明,纯固体中应力波传播的特征方程, 是含液饱和多孔介质中应力波特征方程的特

例# 
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引   言

广义特征理论及特征线法以其物理意义明确、无离散弥散、计算量小及精度高等优点成为

应力波问题理论分析和计算的有效工具,并成功地应用于各向异性固体材料的应力波传播特

性的分析中[ 1]# 对于各向异性含液饱和多孔介质, Biot 建立了完整的应力波传播的基本方

程
[ 2~ 5]# 尽管其后众多的学者从不同的侧面, 采用不同的方法对应力波的传播特性进行了研

究[ 6~ 13] ,各向异性含液饱和多孔介质中应力波传播问题的特征分析工作却没有展开# 另外,

虽然各向同性介质中应力波传播的速度曲面和波阵面相互重合,但在各向异性介质中,波阵面

表现出复杂的性质[ 14]# 含液饱和多孔介质中流体相的存在必将使这个问题更加复杂# 求解

各向异性介质中波阵面的一般方法是在速度曲面确定后用包络面的方法得到
[ 14]# 文献[ 13]

曾采用平面波理论, 引入Umov_Poynt ing 矢量, 通过能量速度矢量讨论了波阵面的性质# 尽管

如此,如何精确确定波阵面仍是各向异性含液饱和多孔介质波特性分析的关键问题之一# 

本文根据广义特征理论, 对横观各向同性含液饱和多孔介质中应力波的传播特性进行了

特征分析# 得到了特征曲面的特征方程和沿次特征线的相容条件, 导出了波阵面的解析表达
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式,并通过适当的退化,对其特例进行了讨论# 在本文的最后部分, 详细分析了横观各向同性

含液饱和多孔介质中的速度曲面和波阵面的形状及传播特性, 并将特征分析结果与文献[ 13]

所得结果进行了对比# 

1  基 本方 程

Lagrange坐标系中,各向异性含液饱和多孔介质的运动方程和本构方程可以表示为[ 4]

  
Rij , j = Q1 v

s
i , t + Q2v

f
i , t ,

- p , i = Qfv
s
i, t + <mik( v

f
k , t - v
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s
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( 1a)
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( 1b)

其中 Rij 为固体骨架的应力分量, p 为孔隙压力, Q1 = (1- <) Qs, Q2= <Qf, Qs和 Qf分别表示

固体骨架和孔隙流体的密度, <为孔隙率, v
s
i和v

f
i分别表示固体相和流体相沿方向i的速度分

量# 重复的下标表示对此指标求和,逗号表示对空间变量 xi的偏导数,而( ) , t表示对时间t的

偏导数# A ijkl、M ij 和M 是描述含液饱和多孔介质固体骨架和孔隙流体的弹性模量, 可表示为

固体骨架弹性常数 Cijkl ,固体颗粒体积模量K s 和孔隙流体体积模量 K f 的函数
[ 12]# 对于横观

各向同性含液饱和多孔介质可表示为

  

A 11 = A 22 = C11+ A21M, A 12 = C12+ A1A2M ,

A 13 = A 23 = C13+ A1A3M , A 33 = C33+ A23M , A 44 = A 55 = C44,

A 66 = C66, M11 = M22 = - MA1, M 33 = - MA3,

Mij = 0  ( i X j ) , A1 = A2 = 1 -
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2C13+ C33
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( 2)

mij 和 rij 分别为质量和阻尼对称矩阵

  mij ( X) = Re
iG

X kij ( X)
, rij ( X) = Re

G
kij ( X)

, ( 3)

其中 i为虚数单位, G为流体粘度系数, X为圆频率, kij ( X) 为动力渗透系数# 横观各向同

性含液饱和多孔介质中动态渗透系数张量可表示为

  kij ( X) =

k 1( X) 0 0

0 k2( X) 0

0 0 k3( X)

, ( 4)

其中 kj ( X) ( j = 1, 2, 3) 表示沿坐标轴 j 方向的渗透率,且 k 1( X) = k 2( X)# 采用文献[ 8]中给

出的动力渗透系数的计算公式并将其推广到横观各向同性的情况,有

  kj ( X) = kj0 1 -
4iA2j ] k

2
j0 XQf

G+2
j<

2

0. 5

-
iAj ] kj 0 XQf

G<

- 1

, ( 5)

其中 Aj ] 为频率趋向于无穷时的动态弯曲度, kj0 为频率等于零时的动态渗透率, +j 为孔隙沿

方向j 的特征长度# 在本文中,如不特殊说明, i , j = 1, 2, 3分别对应于 x , y , z# 
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2  特 征关 系

设空间 ( x, t ) 中特征曲面的形式为

  W= t - S( x) = 0, ( 6)

其中 S仅为x = x , y , z 的函数# 设�f 为函数f ( x, t ) 在特征曲面 t = S( x) 上的值, 即

  �f ( x , t ) = f ( x , S( x) ) , ( 7)

则可得

  �f , i = f , i + f , tS, i , ( 8)

其中方程( 8)右边为函数 f 对空间变量和时间的偏导数f , i和f , t 在特征曲面上的值# 将方程

(8) 带入方程( 1) ,消去 Rij, t 和p , t得
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其中

  D
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  M
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  A
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因此特征曲面 S( x ) 的表达式为

  | Qik | =
D

*
ik M

*
ik

�M *
ik - M

o
ik M

o
ik

= 0# ( 11)

对于给定的时间 t , 设 n 为x 空间内应力波沿特征曲面传播方向的单位法向量, c 为法向

速度,则有

  S, i = ni / c# ( 12)

将方程( 12)代入方程( 10) ,再代入方程( 11) ,可得特征曲面上关于沿给定方向 n 传播的波

速 c的方程# 

因为方程( 11)确定的特征曲线为方程( 1)的次特征线,我们可得[ 15]

  bp =
dxp

dt
=

(5Q/ 5S, p )
S, k(5Q/ 5S, k)

, ( 13)

其中 bp 为沿次特征方向的波速# 

对于每一个 bp , 我们可以确定特征矩阵 Q 相应的左矢量L = l
1
, l

2
, 即

  l
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其中 l
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= l

1
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1
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1
3 , l

2
= l

2
1, l

2
2, l

2
3 # 方程( 9) 左乘矢量 L, 与方程( 14)同理有

  l
1
A

1
+ l

2
A

2
= 0# ( 15)

因为 �Rij、�v
A
k( A= s, f) 和 �p 分别为Rij、v

A
k 和p 在特征曲面上的值,所以方程( 15)即为特征曲
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面的/内微分方程0# 

定义函数 f ( x, t ) 沿次特征线的全微分为

  df
dt

= f , j
dxj
dt

+ f , t = f , j b, j + f , t , ( 16)

联立方程( 8)和( 16)消去 f , t 得

  �f , i =
df
dt

S, i + ( Dij - S, ib, j ) f , j# ( 17)

结合方程( 10)、( 12)和( 14) ,方程( 15)可以重写为

  l
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dv si
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dv fi
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dt
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其中
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由方程( 18)可知, 空间 ( x, t ) 内特征曲面上的内微分方程被分解为两部分# 其中方程

( 18a)左边为沿次特征线的微分,右边为与 t = const的平面相交的特征曲面上的微分# 方程

( 18)即为沿次特征方向的相容条件,是应用特征线法进行数值计算的出发点# 

特例分析

由方程( 2)可知, 当 C11 = C22 = C33, C44 = C55 = C66 = ( C11- C12) / 2, C12 = C13 = C23

时,方程(1) 退化为各向同性含液饱和多孔介质的运动及本构方程# 此时, C11、C44 和 M 11 =

M22 = M33分别对应于Biot各向同性含液饱和多孔介质本构方程中的参数H、E和C# 可见,各

向同性含液饱和多孔介质中应力波传播的特征方程,可由横观各向同性含液饱和多孔介质中

应力波的特征方程退化得到# 

固体介质可以看作零孔隙度的含液饱和多孔介质# 此时, <= 0, Qf = 0, Aijkl = C ijkl , Q1=

Qs, mij = rij = 0, M ij = M = 0, 各向异性固体介质特征曲面的微分方程由方程( 11)直接退化可

得

  | D
c*
ik | = | C ijklS, jS, l - QsDik | = 0# ( 19)

相应地,由方程( 18)可得沿次特征线的相容条件为

  li
dRij
dt nj - Qs c

dv s
i

dt
= Sc,   沿

dx i

dt
= bi , ( 20a)

其中

  Sc= li ( C ij klnj - Qs c Dikbl ) v
s
k, l - l i ( c Dkj - njbk) Rij , k# ( 20b)

其中 li为与特征矩阵Dc* 相对应的左矢量# 以上通过退化得到的固体介质的特征方程及相容

条件与文献[ 1]得到的结果一致# 这说明纯固体介质的特征方程是含液饱和多孔介质的特殊

情况,可由含液饱和多孔介质的特征方程经过适当退化直接得到# 

602 刘    颖    刘   凯   欣



3  波 阵面

设 t = 0时原点 O处作用一干扰# 如果 t 为波到达点 r的时间,那么到达点 r 的第一个

平面波 n( x) 必满足(如图 1所示)
[ 16]

图 1 慢曲面和波阵面的示意图

  r#n( x) = v ( x) t# ( 21)

与文献[ 16]相同, 对于一确定的时间(例如 t =

1) ,波阵面定义为满足如下关系的点 r 的集合,即

  r#s = 1, ( 22)

其中矢量 s 为慢矢量, 其定义为

  s =
n( x)
v ( x)

, ( 23)

定义曲面 1/ v( x) 为慢曲面# 方程(22) 表明在确定

波阵面时,可以不先确定 r再求n( x) , 而是对于给定

的 n, 确定使二者满足方程(22) 的 r# 下面按此思路

来确定波阵面的表达式# 

根据方程( 12) ,慢曲面上的点在坐标轴 xi 上的投影可以简单地表示为

  si =
1
c

ni = S, i , ( 24)

其中 Si为特征方程( 11)的解# 如果将方程( 11)表示为

  F( S, i ) = 0, ( 25)

并用坐标 x i代替Si , 由方程( 25)可得慢曲面的特征方程为

  F( xi ) = detQs = 0# ( 26)

将方程( 25)看作 S的一阶偏微分方程,则沿次特征线的微分方程为

  
dxi
ds

=
5F
5S, i

,
dS
ds

= S, i
5F
5S, i

,
dS, i
ds

= - S, i
5F
5S +

5F
5x i

, ( 27)

其中 5F/ 5S, i 的方向与 s的方向平行,由方程( 22) 可知,其即为 r的方向# 另外,沿次特征线

有 t = S(�x ) , 且

  
dxi
dt

=
dx i

dS
=

dxi

ds

dS
ds

# ( 28)

假设 ri表示 r 在坐标轴上的投影, 则当 t = 1时,有

  
dxi
dt

= ri , ( 29)

将方程( 27)代入方程( 29)可得

  ri =
5F
5S, i

S, j
5F
5S, j # ( 30)

自此,我们得到了波阵面上的点在各坐标轴上投影的表达式,即波阵面的表达式# 

4  计算与讨论

在本节中, 根据上文推导所得公式,对横观各向同性含液饱和多孔介质中的速度曲面和波

阵面进行了计算和讨论# 计算中采用了文献[ 13]给出的材料参数,如表 1所示# 

图2和图 3分别给出了横观各向同性含液饱和多孔中同性平面 xOy 和异性平面xOz 内的
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图 2a 同性平面 xOy 内的速度曲面        图 2b  同性平面 xOy 内的波阵面

图 3a 异性平面 xOz 内的速度曲面        图 3b  异性平面 xOz 内的波阵面

                                        

速度曲面和波阵面# 从图 2和图 3可以看出, 横观各向同性含液饱和多孔介质中存在 4 种波

) ) ) 准快波 qL1,和准慢波qL2以及准剪切波qS1和 qS2# 如图 2所示,同性平面内4种波的速

度曲面和波阵面均为圆形且相互重合# 但如图 3所示,由于固体骨架的异性,在异性平面内, 4

种波的速度曲面均不再为圆形# 其中 qL1波和 qL2波的形状比较规则, qS1波和 qS2波对介质

异性较为敏感, 且当介质异性程度过强时,波阵面上出现尖的三角# 计算结果表明, 异性介质

中速度曲面和波阵面不再重合,且随着介质异性程度的增加,波阵面表现出复杂的性质# 这也

具体反映了用包络面法求解各向异性含液饱和多孔介质中波阵面的复杂性# 对比图 3b 和文

献[ 13]中图3b可以看出,二者的计算结果一致, 进而验证了公式的正确性# 但文献[ 13]只给

出了/ qL10波, / qL20波和准剪切波/ qS0(对应于/ qS10波)的波阵面# 这是因为其采用平面波理

论而使水平偏振剪切波解耦出去的结果# 可见采用文献[ 13]的方法并不能全面地反映横观各

向同性含液饱和多孔介质中所有应力波成分的传播特性, 而这正是广义特征理论的特征分析

方法的优势所在# 
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表 1 横观各向同性液饱和多孔介质的弹性参数(环氧玻璃)

C11 = 39. 4 GPa C33 = 13. 1 GPa k30 = 100 mD K s = 40 GPa Qf = 1 040 kg/ m3

C12 = 1. 0 GPa C 44 = 3. 0 GPa A1 ] = 2 mD K f = 2. 5 GPa G = 0. 001 Pa#s

C13 = 5. 8 GPa k10 = 600 mD A3 ] = 3. 6 mD Qs = 1 815 kg/m3 5 = 0. 2

5  结   论

本文应用广义特征理论对横观各向同性含液饱和多孔介质中应力波的传播特性进行了分

析,导出了沿次特征线的相容条件, 并得到了速度曲面和波阵面的解析表达式# 分析结果表

明:横观各向同性含液饱和多孔介质中应力波的传播速度较纯固体中的波速有所增加# 同性

平面内的速度曲面和波阵面为圆形且相互重合,但在异性平面内,波的速度曲面和波阵面不再

规则,其依赖于介质的性质,且随材料异性程度的增加,在准剪切波的波阵面上出现尖的三角;

但准慢波的波阵面与准快波相似, 受影响较小# 
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Characteristic Analysis for Stress Wave Propagation in

Transversely Isotropic Fluid_Saturated Porous Media

LIU Ying1, 2,  LIU Kai_xin1

( 1. Depar tment of Mechanics and En gin eer ing Sci ence , Pekin g Univer sity ,

Beijing 100871, P . R . China ;

2. Depar tm ent of Mechan ics Engineer ing , Shandon g University of Techn iqu e ,

Zibo , Shandon g 255000, P . R . China )

Abstract: According to generalized characteristic theory, a characteristic analysis for stress wave

propagation in transversely isotropic fluid_saturated porous media was performed. The characteristic

differential equations and compatibility relations along bicharacteristics were deduced and the analyt-i

cal expressions for wave surfaces were obtained. The characteristic and shapes of the velocity sur-

faces and wave surfaces in the transversely isotropic fluid_saturated porous media were discussed in

detail. The results also show that the characteristic equations for stress waves in pure solids are par-

ticular cases of the characteristic equations for fluid_saturated porous media.

Key words: characteristic analysis; wave surface; fluid_saturated porous medium; transversely

isotropic; stress wave
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