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摘 要

用矢量李雅普诺夫函数解决大系统的稳定性问题必须要判断矢量比较方程的稳定性
.

对 离 散

系统
,

过去只研究过线性驻定比较方程的稳定性
.

本文全面建立了离散非线性驻定比较方 程 的各

种稳定性判别准则
,

其中渐近稳定的准则既是充分也是必要的
,

并由此推得了一个用于C 、

类函数

的准则
,

两者均可用来判 断离散非线性 (驻定或非驻定) 系统的非指数稳定以至全局非指数稳定
.

所有准则均具有简单的代数形式
,

便于应用
.

一
、

引 言

用李雅普诺夫函数求解稳定性问题有两种方法
,

一种称为标量李雅普诺夫函数方法
,
一

种称为矢量李雅普诺夫函数方法
.

一般说来
,

构造矢量形式的李雅普诺夫函数 (即构造矢量

比较方程) 比构造标量形式的容易得多
, 对大系统尤其如此

;
但前者最后要判定矢量比较方

程的稳定性
。

矢量李雅普诺夫函数是 M aT p oc oB 和 B el lm a n 同时提出的
.

B ai le y[ ” 首 先 用它得出

了大系统指数稳定判据
.

以后的工作多是研究指数稳定问题
.

舒仲周在解可以不满足唯一性

的条件下
, 首先得到 了时间连续的非线性比较方程渐近稳定的充要性准 则〔“’, 并将〔l〕的结

论发展为非指数稳定
‘“’.

离散比较原理和连续比较原理相对应
, 是冯恩波

【弓’
建立的

.

但迄今只研究过线性比较方

程的稳定性判据
, 对非线性系统一般只能得到小范围指数稳定 的结论

.

本文从〔2〕的 构想出

发
,
得到了离散非线性驻定比较方程各种稳定性判别准则

, 其中渐近稳定准则可以判断原 系

统的非指数稳定 以至全局非指数稳定
.

离散模型的研究具有很大价值
, 它不仅能用于连续系

统
,
特别是能用于不连续系统

.

此外
,

因为离散模型是一个迭代方程
, 故其研究方法和连续

模型有所不同
〔‘一 “’.

二
、

离散驻定比较方程的性质
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, O〔O C 幻

.

R 军二王“〔R “ }玩> o , 沱丛 }
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二 口 n 口

十 .

坐 标 面
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.
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十 .
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离散驻定比较方程的一般形式是
。‘= T u 或 u ), T ‘u , ‘〔丛 (2

.

1)

上式表示
。
(

n + z)= 丁(
u
(
n
))

,
v n〔J

十 .

(2
.

1) 的少(
·

)满足 (s) 犷〔e 〔仃
* ,
尸, 〕; (11)了(o )

= o ,
(111) T (

·

)是单调非减的
, 即

u > v冷 T ‘u ) T ‘v , ‘〔塑 , 。 , v (屠
十

(2
.

2 )

记 ‘= u ,
一 u 或 “ = “ : 一 u ‘, i〔塑 , 由(2

.

1 )可得
:

引理 1 设u〔万
‘, 则叭》。; 厢军是正不变集

.

证明 由汀 .的定义及 (2
.

2 )

公‘= u

卜
“‘, “ : ) T (o )= o

任取 u〔刀罕
, u) o ; 由(2

.

2 )T
u》 T (o)二 o ,

T u〔厢军
.

定义 1 设 v〔面
十 , 则(i) 称 B

”

(刁
。

)二 {u 〔。
十

(
u〔‘

十

) }
“< 叹

u > v) } 为以
v 为顶点的箱体

(反箱体) , (11) 称f 乙(
; 乙)二王

u〔。B
。

(口左
。
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‘
二。‘, u

(
v
(

u) v
)} 为箱面 (反 箱面) ,

j
,

至

U 呀
。 ,

f毛
, s”

全 U李
一 : ; 毛

.

引理 2 箱面 (反箱面 ) 的性质
:

如果 公< o (( 0 )仁公> 0(> o)」
, 则

V u〔f二[
; 启〕, “ < 0(嘴 O)〔‘

。
> 0 (》 0 )〕

,

i〔边 (2
.

3 )

证明 只证第一个不等式
.

由(2
.

2 )知
“( v , 。 :( 川 , 故 V u〔几

, 。‘= 。了一 u。= (
。 : 一川 )

+ (
v :一 u ‘

)= (
u : 一 v : )+ (

v

卜
v ‘
)== (

。

卜
v : )+ 。‘《0

.

定义 2 (i ) 设 曲线c c 仃
、 , c 的参数方程

v 二砂(r)
, r〔刀

+

为参数
‘

(2
.

4 )

如果协(
:
)是

.

单调增 (单调非减) 的
,

即 V 。〔C , 八刃△
r> 0( 》 0)

, 则称 C 是 单调升 (单调非

降) 的 ,
(i i) 设序列s

:

王。 (幻} ;
。 ,
c 厉

十 , s 的参数方程

v ‘招 , 二砂(
r (” ,

)
,
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+
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, 。〔J

十
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.

5 )
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.
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一
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十
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.
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.

质
:
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,
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.

令M
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。 ‘
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一

(0
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)门M
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十

c 歹
一

挤
十

)
, 且是单调

非降的
, z 是 S

干

唯一公共的正 (负) 极限点 (平衡点) ;
(11) 存在一条单调非降的曲线 C

+

c J
一

挤小 C+ 依次连接S+ 的所有点
;

(ii i) 在C+ 近旁存在一条单调升曲线C c= 0
一

(0
+

)
, 口由

“
出发延续到

u ’ .

证明 (i) 和(iii )的证明与〔幻类似
, 以下只就伏证(11)

, 0
十

同理可证
.

任取“〔e
一

nM
: , , 记却二 T 。有二( u .

V v〔涯。 n 石
。 , 。簇 。《。

.

由(2
.

2 )知 T v《 T 。二 。成
。 , 即。簇。

,

故。〔J
一

n M
, 。 .

取连接
。 , 叨的线段俪

, 则而 c 孟
。
n 石

。

c 百
一

n 对
: 。 ,

而 显 然 单

调非降
.

对S
+

上任一对相邻点
u ‘” , , u ‘” 千‘’

(= T u ‘” ,
)

, , 〔J
, ,

均用这样的线段连接
, 由此构

成的曲线就是C
+ 。
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三
、

稳定性的几种情况

因R 军是正不变集 (引理 1 )
, 故当用李雅普诺夫函数厂研究(2

.

1) 的稳定性时
, 只需考虑

厂函数在某个存在 邻域。
、

c 灯
十

内的性质 , 而不必考虑整个原点邻域
.

定义 4 设曲线g C 。 + , 歹由原点O出发延续到口。
+
一 二 ,

如果 V v 〔g , 。< o (> 0)
,

则称 g

为负 (正 ) 曲线
, 记为 g 一

(g
十

)
.

命题 1 日g 一

二。
+

今 (2
.
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.
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一
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,
_
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.
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b
.
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.

4 )的反函数是单调增的
,

即
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‘
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)

,
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,
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.
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.

1)知‘
‘

(
v ,
)= 沪石

’

(
。‘
)
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u
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’
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,
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(
。,
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, 一 。,
)

因犷
‘
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单调升
,
日L (常数) 使。< L j

戒 L , 并由切 , < vj 知 亡(u) < o ; 零解渐近稳 定
,

B 。 为吸

引域
.

命题2 如果在原点任意小邻域至
+

内
,

存在 v〔必
十

使(i) 公簇 0今 (2
.

1) 零解稳定
;

(11)公 》

O今 (2
.

1) 零解不是渐近稳定
.

证明 (i) 丫“〔石
, , “

蔺
。 ,

由(2
.

2 )及命题条件知 T u
( T 。

(
。 ,

即 T u〔刀
。 , 刀

。

是正不变

集
.

因在任意小邻域存在这样的正不变集
,

(i) 成立
.

(ii )与(i) 类似
,
反箱体江

”

也是正不变集
.

命题3 日g 十

仁苗
+

冷(2
.

1) 零解不稳定
.

四
、

渐近稳定的进一步讨论

命题 1 只给出了(2
.

1) 渐近稳定的充分条件
,

的定义域盯
十

按以下方式扩大到磨
,

即考虑

衬~ 九
“ , 汇丛

式中

其实它也是必要的
.

为证明这 点
, 先将T u

(4
.

1)

T 。。 ,

当“〔仃
*

一 T
‘

(一
u
)

,
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一
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⋯
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.
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容易证明这样定义的少
。 是连续奇函数

,

且满足单调非减的性质
.

定义 5 设曲线H 由方程组

少声一 u ;
二尹Zu 一 u Z =

·

一少。。一 u。
(4

.

3 )

确定
,

则称H 为等值曲线
.

若11 关于原点对称
, 记h和砂为互为对称的两支

;
如果 V u〔h

公,
= 讥 = ⋯ ” 公。 < 0( > 0)

则称h为负 (正) 等值曲线
,

记为h
一

幼
+

)
; 如果在 原点任意小邻域 内有

“〔h使公二 O ,

则称h 为

半零等值曲线
, 记为h

。.

文献仁2〕证明了连续奇函数总存在关于原点对称的等值曲线
.

进一 步按照与〔2〕类似的方

法可得
:

命题4 方程 (4
.

1) 的等值曲线只能是 h
一 , h

+

和 h
。

中的一种
, 万从原点出发延续到边界

口。
。

命题5 如果(4
.

1) 的等值曲线 h含。
十 , 则 (2

.

1) 零解不是渐近稳定 的
.

五
、

稳定性的判别准则

定理 1 设原点邻域‘ +

二仃
* ,

则以下命题等价
:

(i ) (2
.

1) 零解渐近稳定 (全局渐近

稳定) ;
(ii ) 在。

十

(R 约 内存在 负曲线

乎
: e ,

(T
, u 一 u ,

)”
c Z

(T
: u 一 u Z

)二⋯ 二
e 二

(T
。。一 u 。

)< 、)

(
e ,
二 e 、

(
。
)> o , u〔。

、 ,
苦〔丛 ) (5

.

1)

醉从原点出发延续到边界 口。、
一 二 (g

一

无界 )
;

(111 v u〔。
十

(R 军)
,

乙 (T
‘u 一 u ‘

)
2

> o (5
.

2 )

日“〔。
+

(R 里)
, T

, u 一 u ‘< 0 , f〔缪

证明 由命题 1知(11) 今(1)
.

(5
.

3 )

(iii )冷(11)
:

由(5
.

3 )知存在 常向量
c , T u < c < u .

由 T u < c 及 T 的连续性知存在 以
u 为

心的邻域N
,

(u)
, V 。〔N

,

(u)
,

T 。 < c ; 同塑
,

存在另一邻域N
Z

(u)
, V 。〔N :

(u)
, c < v .

取

N (
。
)二N ,

(
u
)门N

Z

(
u
)

,

则 v 。〔N (
u
)

, T 。< e < v .

从而存在最大连通的开集 8
一 , V v〔夕

一 ,

T 。 < v .

由引理 3知0
一

仁 。 十

有唯一平衡点
: 〔韶

一

n 亩
十 ,

再由(石
.

2 )知
z 是原 点

,

从 而 三g 一

c o
-

自。
十 ,

(11)成立
.

(i)今(111)
:

由命题 5知 h仁。
十 ,

又由命题 4
、

命题2 (11)及命题 3知h = h
一 ,

故 (5
.

1) 从而

(5
.

3 )成立
; 而且存在 吸引域C 。 十

没有平衡点 (除原点) ,
(5

.

2 )成立
.

现考虑 T 。〔C
,

类函 数
,

令 T
‘, = 。T , u

阳
u , , f

,

j〔丛 , 月二 (T
‘,
)
。 ,

耐 B 二 I一 A
,

D
。

是

d e t B 的第k级顺主子式(k〔边 )
.

定理 2 如果 V 。〔。
十

(R 军)
, A 是非负矩阵

, 且

D 。> 0
,

k〔达 (5
.

4 )

(2
.

1) 零解渐近稳定 (全局渐近稳定 )
.

证明 记 d e t B (= D .
)任一元的代数余子式为B , , 夕 由定理条件知

〔7 ’

B
‘, > o (‘今 j)

, B “) o , i
,

j〔级 (5
.

5 )

取等值曲线
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八
: u ‘一 T ‘u == u 。一T , “ ,

i〔济一 1

两端对
“。
求导

(‘一 T “ + T 饥‘
)
盘

+

乡
一八 , + 几

,
,
盘

一‘一几
。 + 兀一 *

、
解得

d u ,

d振
一

弓
”。

刁弓
”‘仇 ,

j〔m 一 1

由(5
.

5 )知d峋 / d
u 。> 0 , j〔m 一 1

.

故 人仁。
十

为单调升
, 由命题 4 , h只能为h

一

或h
十 .

现令

公‘二 T ‘

卜
u ‘= 一。 ,

i〔经 (5
.

6 )

两端对
e
求导

(卜阳金
一

户食
一‘

,

。

解得

d “,

d ￡
= 兄 B 。,

{
D 。> 0

上式表明
。> O ,

代回(5
.

6 )知。< O , h二h
一 ,
零解渐近稳定

.

一次近似准则只考虑原点的稚可比矩阵
,
得到 的只是小范围指数稳定

‘”’, 而定理 2 考虑

了整个。
+

以至R 军 (住意 ,
可以 不包括原点O 的雅可 比矩 阵 A , 可以得到全局渐近稳定的结

论
。

由命题 2和命题 3立即可得
:

定理3 如果原点邻域。 +

无论如何小
, 刁万〔。

十 ,
使(i) T %《二 (包括 x 恒是平衡点

, 即

乙 (爪 x 一 x ‘

)
“
”o )

,

则(2
.

1) 零解稳定
;

(i 1) T x 异 x (包括二恒为平衡点)
,

则 (2
.

1) 零解不
‘. 1

是渐近稳定
.

定理 4 设存在原点邻域面 c g
、 ,

v “〔。
十 , “手 o ,

有E (T
‘“一 。‘

)
’

> o

萦〔丛

则 (2
.

1)

例 1

日u〔份
,

使 T
‘u 一“‘> 0

,

零解不稳定
.

设有m 维多项式型比较方程

。l== 乙 乙
a奋少

, u
l

,

川;
,
) o , 跄a

, i
,

龙少
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,
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.

例 2 设有二维比较方程
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例 3 设有二维系统
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六
、

结 论

用矢量犷函数解决稳定性问题分两步 ( i) 集结一个矢量比较方程 , ( 11) 判断该比较方程的

稳定性
.

本文全面建立了离散系统非线性驻定 比较方程的各种稳定性准则
, 其中渐近稳定准

则可以判断原系统的非指数稳定以至全局非指数稳定
.

至于如何对一个给定的大系统集结一

个非线性比较方程
,
作者将在另一篇文章中给出一个一般性方法

,
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