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摘要:  考虑索的抗弯刚度、垂度及几何非线性的影响,得出了索_阻尼器系统的空间非线性振动偏

微分方程,用中心差分法将偏微分方程在空间内离散, 导出了系统的非线性振动常微分方程组# 

结合 Newmark 法及虚拟力法提出了一种用于求解非线性振动瞬态响应的杂交分析算法# 并以典

型的斜拉桥拉索为研究对象,给出了数值算例, 并与 Runge_Kutta直接积分法进行了比较, 说明了杂

交算法的准确性及有效性# 为大跨斜拉桥拉索的振动控制研究提供了一种简便、有效、快速的时

程分析方法# 
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引   言

斜拉索是斜拉桥的主要支承体系, 是斜拉桥的主要受力构件之一# 准确分析斜拉索的动

力特性并对振动进行控制, 是保证桥梁安全、正常运营的重要课题# 随斜拉桥跨度的不断增

大,斜拉索变得越来越长,由于拉索的阻尼、质量、抗弯刚度小等特点,在交通及环境激励下容

易引起振动,如果索的振动得不到消除或控制,很容易引起索的疲劳破坏及索套保护层破坏,

影响正常的交通安全,甚至导致桥梁破坏# 荷兰的 Erasmus大桥、比利时的 Ben_Ahin大桥、美

国的 Fred Hartman桥及我国的杨浦大桥、南京长江二桥均发生过拉索大幅振动的现象# 国内

外学者对此进行了大量的研究[ 1~ 3]# 

Irvine[ 4]等首先对两端固定的水平小垂度悬索进行了开创性的研究, 提出了索的面内、外

线性振动方程, 为拉索的进一步研究打下了基础# Wu 和 Chen [ 5]用 Newmark积分和 Newton_

Raphson迭代法求解了水平悬索在移动荷载作用下的动力响应;Wang
[ 6]
等用 Rung_Kutta直接积
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分法分析了水下时变长度索的振动;Ni和 Lou [ 7]等用 Laplace 变换及虚拟力结合法研究了水平

悬索在任意荷载作用下的面内非线性瞬态振动# 而对斜拉索的面内、外非线性瞬态振动响应

研究还没有见到详细的报道, 尤其是对索_阻尼器系统的非线性瞬态振动更是需要进一步的研

究# 

本文考虑拉索的抗弯刚度、垂度及几何非线性的影响, 得出了索_阻尼器系统的空间非线

性振动偏微分方程, 用中心差分法将偏微分方程在空间内离散, 导出了系统的非线性振动常微

分方程组# 结合 Newmark法及虚拟力法( pseudo force method)提出了一种用于求解非线性振动

瞬态响应的杂交分析算法,本文方法简单且收敛较快# 计算了典型斜拉桥拉索在集中谐荷载

作用下的瞬态振动响应,并与 Runge_Kutta 直接积分法进行了比较, 说明了本文算法的准确性

及高效性# 

1  系统非线性振动方程及求解

如图 1所示,定义 X_Y 平面的振动为面内振动, X_Z 平面的振动为面外振动# 不计索的轴

向振动,由牛顿定律,考虑索的垂度及抗弯刚度,可以得出索_阻尼器系统的面内外耦合非线性

振动方程[ 4, 8] :

图 1 索_阻尼器振动模型
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m 为索的单位长度质量, c1、c2分别为单位长索的

面内、外阻尼系数, y 为索的自重在 Y 方向产生的

垂度曲线, f y、f z 分别为 Y、Z 方向作用的外荷载,

EI 为索的截面抗弯刚度, H、h 分别为X 方向静、动张拉力,在整个 L 范围内近似为常数, C dy、

C dz 分别为阻尼器在 Y、Z 方向产生的被动等效阻尼系数# 

根据几何转换关系, Cdy、Cdz 可表示为:

  Cdy = 2sin2A#cd
5v
5 t

D( x - L + x d) , ( 3)

  Cdz = 2cos2A#cd
5w
5t

D( x - L + x d) , ( 4)

cd 为阻尼器的阻尼系数, x d为索下端部至阻尼器的距离, D为 Direc_delta 函数# 

振动张拉力 h 可表示为[ 4] :
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其中 d 为跨中垂度在 Y 方向的值, d = mg cosH#L
2
/ (8H )# 而索的重力垂度曲线 y 为[ 9] :
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mg cosH#L
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由方程( 1)、( 2)及( 5)式可知,斜拉索的面内外振动方程是非线性的耦合动力系统# 将索均分

为 n + 1段,每段长度 a = L/ ( n + 1) , 用中心差分法将方程( 1)、( 2)中的微分项转化为各结点

位移形式
[ 8]
,同时将( 5)式中的积分近似为各段求和的形式:
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对 i 结点,将( 8)式代入方程( 1)、( 2)得:
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其中 +iy、+iz 为对应方程的线性项,而 # iy、#iz 则为对应方程的非线性项,分别为:
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以上各式中 i = 2, 3, ,, n - 1# 对 i = 1,各式中的 v i- 2, w i- 2 分别为- v i , - w i ;而 vi- 1, w i- 1

均为零# 对 i = n,各式中的 vi+ 2, w i+ 2分别为- v i , - w i ;而 vi+ 1, w i+ 1均为零# 方程( 1)、( 2)

用矩阵求解形式记为:

  M # &$ + C # Û$ + K # $ = f - # , ( 13)

其中:

  M =
M y  

 M z

, C =
C y  

 C z

, K =
K y  
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, ( 14)

  $ =
v

w
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f y

f z
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式中 M y、M z 均为对角矩阵,各元素为 m; C y、 C z 均为对角矩阵,各元素由 c1、c2及

C dy、Cdz 确定; K y、 K z为线性刚度矩阵, 分别由( 11a)、( 12a) 确定; # y、 # z为非线性力
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列向量, 分别由( 11b)、( 12b)确定; f y、f z为外荷载列向量# 由 # y、 # z的各元素可知,

方程( 13)是包含二次、三次非线性项的常微分方程组,求解这种方程可以用 Rung_Kutta等直接

对非线性方程积分的方法,但这种方法收敛速度慢,对于求解未知量较多的系统是不合适的# 

本文采用Newmark法对方程( 13)求解,在每一时间步内, 对 # 进行迭代, 在每一迭代步将前

一步的结果代入( 11b)、( 12b)计算 # ,并作为虚拟力( pseudo_force)荷载加于方程的右端,此

时,方程( 13)为线性方程,采用通常的Newmark积分方法求解# 具体计算步骤如下:

1. 确定积分时间步长Dt及最大积分步M,令 j = 0; 确定非线性迭代收敛小量 E及最大迭

代次数N ;给定初始位移值 $ 0;

2. 令 k = 0,计算 f | j#Dt ;

3. 如果 k = 0,则令 # 为零向量; 否则,将 $ k- 1 代入( 11b)、( 12b) 式计算 # ;

4. Newmark法求解方程( 13) , 得 $ k ;

5. 如果 k < N 并且 + $ k
- $ k- 1 + > E,则 k = k + 1, 转步骤 2;

如果 k > N 或 + $ k
- $ k- 1 + [ E, 转步骤 6;

6. 记 $ k为当前时间积分步的解,如果 j < M ,令 j = j + 1, 转步骤 2;否则,计算结束# 

2  数值算例及结果分析

为便于分析,引进以下无量纲参量[ 8] :
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其中, K2是反映斜拉索垂度及拉伸性能的无量纲参数, ( 是反映斜拉索抗弯刚度的无量纲参

数, # i 是与斜拉索振动模态有关的粘弹性阻尼器阻尼系数的无量纲参数, X01是不考虑垂度影

响时无阻尼索的面内一阶振动频率, Vi 是与阻尼器位置有关的无量纲阻尼比, Ni 是索的 i 阶模

态阻尼比, G为阻尼器位置无量纲参数, 取 G= 2. 27%# 

斜拉索长为 L = 144. 1 m, 初始轴向拉力为H = 1. 32 @ 107kN,弹性模量为 E = 1. 95 @ 1011

N/ m2
, 横截面积为A = 0. 031 4m2

,单位长索重量为m = 260 kg/ m,索的倾斜角度为 H= 37. 2b,

可以算得索的无量纲参数: K2 = 0. 023, ( = 133# 阻尼器总是对称的安装在索的近端部,并

且,两阻尼器所在平面与索轴线保持垂直, 取阻尼器的倾斜角度为 45b,在跨中受集中荷载作

用:

  f y( L / 2, t ) = F 0sin( 2P<#t ) , f z ( L / 2, t ) = F0sin( 2P<#t ) , ( 18)

其中, F0为激励幅值, <是激励频率, t为振动时间,在本节的计算中, F0 = 1. 6 @ 102 kN , < =

1142 Hz,总的计算时间为 100 s# 为了解在此荷载作用下拉索振动响应的频率成分,首先对没

有阻尼器的索进行了分析,对四分之三跨处点的面内振动响应进行了频响分析, 得出了如图 2

( a)所示的频谱曲线# 从图可知,无阻尼器索的振动响应主要由二种频率成分组成: 索的一阶

固有振动频率( 0. 78 Hz)及外激励频率( 1. 42 Hz)# 所以,为了有效地抑制拉索振动, 本节选择

一阶振动模态对应的最优阻尼器系数进行分析[ 8] ,即取 #1 = 0. 13, 对应的阻尼器系数为 1. 03

@ 106 N#s/m# 图 2( b)给出了面内响应频谱曲线, 因为图 2( a)及图 2( b)是由同一点(四分之三

跨处的点) ,在相同的响应时间内由频谱分析得到,所以,可以通过比较两图功率谱密度的大小
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  ( a) 没有阻尼器                 ( b) 有阻尼器

图 2  短索在集中荷载作用时,四分之三跨处位移频谱图

 ( 3a) 四分之三跨                  ( 3b) 跨中

     ( 3c) 四分之一跨            图 4  在集中荷载作用时, 40 s~ 55 s

图 3  受集中荷载作用,面内振动响应时程曲线 间的面内响应变形历程

图 5 本文算法与 Runge_Kutta法比较图

来分析阻尼器的控制效果# 由图 2( b)可知,有阻

尼器时索的振动响应主要是外激励频率成分, 而

索的一阶固有频率成分则变得很小, 说明索的一

阶频率成分得到了很好的控制,同时,外激励频率

响应也得到了一定的抑制,响应功率谱密度由 0.

32 m2#s减小到 0. 15 m2#s# 图 3给出了单点面内

响应时间历程曲线,图4给出了40 s~ 55 s时间内

索的面内振动变形时间历程# 从图可知, 跨中的

振动响应得到了最大的控制,四分之三跨处的振
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动也得到了较好的抑制, 而四分之一跨处则控制效果较差, 这是因为阻尼器是安装在近四分之

三跨的一端,如果在索的两端均安装阻尼器则两边均会有很好的控制效果# 从图 3还可发现,

稳态时索的振动幅值有轻微的变化,这是由于面内外的非线性耦合引起的# 本节所取的激励

频率避免了面内外的耦合共振,所以,面内外的振动特性是相似的# 

为进一步验证本文算法的正确性, 用 Runge_Kutta 法计算了图 3工况的前 15 s振动响应,

如图 5所示# 结果表明本文算法与 Runge_Kutta方法的计算结果是一致的, 且本文方法的计算

时间较少# 

3  结   语

考虑拉索垂度、抗弯刚度、倾斜角度的影响,结合中心差分法导出了索_阻尼器系统面内外

耦合非线性振动方程,运用本文提出的杂交算法, 对典型斜拉桥拉索在粘弹性阻尼器控制下的

瞬态响应进行了研究# 本文算法可适用于任意荷载(如:谐荷载、随机风载等)作用下, 斜拉桥

索_阻尼器系统的瞬态响应分析, 为大跨斜拉桥拉索的振动控制研究提供了一种简便、有效、快

速的时程分析方法# 
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Nonlinear Transient Response of Stay Cable With

Viscoelasticity Damper in Cable_Stayed Bridge

CHEN Shui_sheng1,  SUN Bing_nan2,  FENG Yi_qing3

( 1. School of Archit ectur e an d Civil Engineer in g , Ea st China Jia oton g Un iver sity ,

Nan chang 330013, P . R . China ;

2. Depa rtm ent of Civil En gineer ing , Zhejiang Univ er sity ,

Han gzhou 310027, P . R . China ;

3. Hi ghway Developm ent Company of Jian gxi ,

Nan chang 330006, P . R . China )

Abstract: Taking the bending stiffness, static sag, and geometric non_linearity into consideration,

the space nonlinear vibration partial differential equations were derived. The partical differential equa-

tions were discretized in space by finite center difference approximation, then the nonlinear ordinal

differential equations were obtained. A hybrid method involving the combination of the Newmark

method and the pseudo_force strategy was proposed to analyze the nonlinear transient response of the

inclined cable_dampers system subjected to arbitrary dynamic loading. As an example, two typical

stay cables were calculated by the present method. The results reveal both the validity and the def-i

ciency of the viscoelasticity damper for vibration control of stay cables. The efficiency and accuracy of

the proposed method is also verified by comparing the results with those obtained by using Runge_Kut-

ta direct integration technique. A new time history analysis method is provided for the research on the

stay cable vibration control.

Key words: stay cable; transient response; vibration control; non_linearity
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