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摘 要

本文在 L o v e 一K itc hhof f 的假定下
,

求得了一般旋转壳在轴对称变形下的复变量方程
.

当旋

转壳是圆截面环壳时
.

这些方程简化为 F
.

T 6 lk e (1 9 3 8 ) t3 , , R
.

A
.

c la r k (2 0 5 0)“ , 和 B
.

B
.

H 。”。二“皿。。(1 95 1){
, 〕的方程

.

当平均半径及比环截面半径d大得很多时
,

求得了细环壳的复变

量方程
,

当这个细环壳的截面是圆形时
,

简化作为作者 (1 979 )「。〕的圆截面的细环壳复变量方 程
,

我们列出了椭圆截面的细环壳复变量方程
.

当椭圆截面近似于 圆截面时
,

该方程在形式上和圆细

环壳方程基本相同
.

一
、

弓t 论

在H
.

R e issn e r
(1 9 1 2 )

〔‘’和E
.

M e is sn e r
(1 9 2 5 )

「2 ’
的轴对称壳理论的基础上

, F
.

T 6 lk e

(1 9 3 8)
【3 ’, R

.

A
.

C la rk (1 9 5 0 )“
’, B

.

B
.

H o a o 二“几 。。(1 9 5 1 )
‘6 ’曾把圆环壳方程 式简化为

一个复变量的方程
.

它们的复变量虽都略有不 同
, 但作者已证明都有明确关 系(19 79 )

‘. ’,
这

种复变量化的过程只适用于子午线上的曲率半径是常数 的轴对称壳
,
如圆球壳和圆环壳等

.

对于子午线曲率半径不是常数的壳
,
这种复变量化并不适用

.

本文利用 L o ye
一

K ir cli 五of f 假

定的近似条件
,
证明不是常数曲率半径的轴对称壳的R e is sn e卜Mei ss ne

r
方程

, 同样可 以复

变量化
.

作为特例
,
我们研究了椭圆截面的圆环壳的复变量方程

,
并研究了这种壳的细环壳近似

方程
, 以及近似圆形的椭圆截面圆环壳复变量方程

.

所有这些壳在研究波纹管的变形刚度中

都是很有用的
。

这里证明近似圆形的椭圆截面圆环壳复变量方程和圆截面的圆环壳的方程完全相似
.

后

者业已详细研究过(钱伟长 1 9 7 9 〔
”’1 9 8。‘” )

, 所 以
,

其求解过程在本文中略去了
.

二
、

旋转壳在轴对称载荷下的平衡方程

让我们取旋转壳中面坐标甲和 e
、

有关线元为(图1)

dS
, “ , r咖

1 + , “礴
,

其中 r 为A 点的水平半径
.

而且有

(2
.

1 )
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日 1 旋转宪的中面坐标
沪内、

山
: = A B = rd 口

圈2 旋转充的变形位移

(2
.

2 )

rl 为A点的子午线半径
,
也是A 点的主曲率半径之一尹声、、

d s ;

二A D = 八 d 中

r :

为A 点的另一主曲率半径
,

而且

(2
.

3 、

(2
.

4 )

通过 几何关系
,

很易证明

d r

d切 ~ r , c o s沪 -
d r ,

J币
一

”气『
,
一 r , , “t g 卯 (2

.

5 )

称 A 点的位移分量为(
“ , v ,

。 )
, 见图2 ;

。 = o , “ = “(切)
,

对于轴对称变形 (没有扭转) 而言
,
有

切二切(中) (2
.

6 )
。 , 。. 。都以顺切

,

0
, r 增长的方向为正

.

于是应变位移关系可以写成

· , 一

共(号姜
+ 田

)
,

一几
(二“ 尹+ 叨 ,

, ‘

一
。

(2
.

7 )

曲率变化和位移的关系为

1
R . 二二二

r i

k , 一

泛
一

“, ‘, , “·, 一”
(2

.

8 )

其中 X代表子午线的切线在弯曲变形 时的转角

、一

二(允一 ) (2
.

9 )

e , ,
e 。

,

介。
为中面拉伸应变分量

, 吞, ,

点。
,

吞, 。
为中面的曲率变化

.

薄膜力N , ,

N 。 ,
‘

厅, 和弯矩材
, ,

M
, ,

M
, ,
可以写成

N , 二 B (
e , + v e ,

)
,

N , 二B (e
e+ v e ,

)
,

N , , = o

M
, 二

、

一D (掩
, + v儿。)

,
M

, == 一D (吞
, + p k

,

)
,

M
, , == o

其中B的壳的薄膜抗拉刚度
, D 为壳的抗弯刚度

(2
.

1 0)
·

(2
.

11)

B 二
hE

1一 v . D 二
h8E

12 (1一
v 忿
)

(2
.

1 2)



一般旋转壳在轴对称变形下的复变量方程 ‘时

以上各式中
, h为壳的厚度

, E 为杨氏模量
, v
为泊桑比

.

现在让我们研究壳元的平衡方程
:

图3(
a
)是用来研究全圆环壳元的 轴 向 力 平衡的

,

图

3(b )是用来研究半圆环壳元A B CD 的水平力的平衡的
.

最后 ,
我们将用半圆环壳元

了

幼CD 的

剪力和弯矩研究力矩平衡方程(见图3(
。
))

.

·

(A)力矩平衡方程 (图 3(
c
))

.

半圆环 壳元受四 条边界上的分布剪力和弯矩的力矩作用
.

Q +

四
、二

a 切

即
,

号
、

川 六的辘向平衡
图3 (b 力的水平面内平衡

厂火二
艺丫亡州汽

。
.

d Q J

、J ,
. ~ , 护 . . t名T

a r

华
牡咖

“ 、 力矩和剪力的平衡

才飞
、 .

_
.

_

⋯
_ 、 , . ,

_

二
, , . , _ _ 、 , _

_

二 ,

弓户飞
、 、 ,

~
.

一
_

⋯
, _ .

dM
.

注 C边界上受分布力矩M
,

作用 ,
其合力矩为沙M

, ,

B D 边界
_

L受分布力 矩M
, + 生芍兰,

一

d 甲
’

一
’

一一
‘

”
一

‘ 一
’

一
‘

”
‘

’

一

”
一 一

’

一一 ” 一
’

- 一
-

一
”

一

“ 一
「 一

a 切

/ 尸、:
_

‘ . ‘ _ . ,
.

_
_ . _ , , _

d
_ _ . _ _

洲尸、
‘ _

哎- 令
. _ .

作用
, 其合力矩和 注 C上的合力矩方 向相反

,
为一 Zr M

, 一 2
.

弓孟 (
r
M

,

)d 甲
.

在A B和亡 D 边
‘

”
‘ 一 ‘ ’ ”

一
’ “ “ ‘

一 ”

一
’ ‘ 一

’ 一 ’ 一“ 一

” 一 -
-

一
’

a 甲
、 ’

“
’

一
’

-

一

界上 ,
有分布力矩M

。
作用

,
各有合力矩M or

,
d 切 , 它们的轴向分量方向相反

, 互相对消 , 但

其环面上的分量方向相 同
,

合为一起等于 ZM
, , : c。 , , d , ,

指向和
介

上的合力矩 ZrM
,
相同

.

,

_ _ 了

叮飞
. .

⋯ _
.

~ _
石一李

. 二 , , , 、 _

。 _ 、
, _

八
.

d o
, _ ,

裔_ _
,

_
, , , 、 ,

_
,

_ ~

最后
,

火 C上的分布剪力Q 和方 D 上的分布剪力Q + 二二d 甲对圆环形成一个分布力矩Q r : d 甲
,

~ ”州
’

一
’ 砂 ~ ” ’

“
/ ‘

” 一
一

“”
’

一
‘

一
a 中 ”

-

一
’

护
‘

~
’ ‘

”
’一 / ’ 尹

一
一

这个分布力矩在半圆环上积分后
,
得合力矩 ZQ r : r d 中

.

把这些合力矩加在一起
, 平衡条件要

求其总和为零
.

从些给出
.

d
, , , 、 : ,

_ _ _

。

d , Lr ‘姓 ’)一 r ‘JVI “c o s 甲一 r ‘r

犷
” (2

.

13 )

把 (2
.

8 )式中的k , ,

k ,
代入(2

.

1 1) 式
,
我们求得用 x 表示的弯矩

.

M
,

一叫 念+v ;ct
g ,

), 妈一
”

(;c tgps
+ ·

只扮
‘2

·

1’)
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把(2
.

14 )代入(2
.

1 3 )
,
得

缸二
一

知
一

r;cos 、
一二‘

·

。十

加
Q一。

(2
.

1 5 )

如果引进一个新的变量

必 ~ 才
-

S ln 甲

则(2
.

1 5 )可以进一步简化为

(2
.

1 6)

1
_ _

丝
_

_

了r dx 、一
r l

si n 切 d 甲 、r
,

d 沪 / r

e o s Z甲

s in 卯

1 ‘
X 一 v x 十 D rl 岁= (2

.

17 )

这是平衡方程(2
.

1 3 )化为X和 少表达式中的第一式
.

(B )薄膜应力和剪力的平衡方程 (图 3(a)
,

(b ))

考虑全圆环的轴向力的平衡
, 轴向力有下列五种

:

( 1 )在甲二甲的边界上的分布剪力O的

轴向合力2二: Qco
s甲,

( 2 )在甲“中的边界上的分布薄膜力N
,

的轴向合力一 2丁r N 声in 甲
,

(3 )在

_ . J _ _

‘ 二 m
:

~
, 、

一 , 一 。
.

d Q
,

“幻一
*

一
_ 。

·

_
d

,
_

_

八
_ 、

_
,

甲丫“ 脚浏头竺开工划万们 男 jJ 叼十 才 _ “甲划细 l叫甘刀 一
乙汀r 衬c o s 甲一 乙汀

一 J ‘气r 甘 c o s甲j“甲 , 气4 )
“W “W

在甲+ d甲的边界上的分布薄膜力的轴向合力 + 2盯N , sin 沪+ 2

所受载荷q的轴向合力一 2二rr : q c os 甲d 切
.

其平衡条件给出

汀刁砂(, N , sin 卯)
, 、

(5 )环壳元上

篇
(N一

‘· * 一 Q

一
, , 一 “

一
尹一 0

(2
.

18 )

其中 g ‘试甲)
.

(2
.

15) 可 以积分~ 次
,
得

N , “Q
C O S甲
5 1红甲

十 入 {
, 。r :

, 。、时
。+ 尹犷

‘

r S in 切 J ~ - 一 ‘ ’

r S in 田
甲 ,

(2
.

19 )

其中 P ‘r 刁
为积分常数

.

设 r ,
为旋转壳端面甲二甲

‘处的水平面半径
.

在该处N , 和 Q的值分别

为N 甲月和Q , ,
而且

P , “N 甲声in 甲, 一 Q , eos 中,
(2

.

2 0 )

它是作用在尹
d
端面上的每单位弧长上的轴向拉力

.

虎后考虑半圆环壳 (图“(”)) 在甄从
,

Q, 啡用下的水平面内的力

和C 刀上各有万
。
的合力N洲、d 甲

.

指向
,

图左方
,
合起来等于 ZN er , d 甲

.

(2

尸
产户, 、

(1) 在A B

N 声口Q 的水

平分量的和等于N 必os 甲+ Qs
运中

,
指向轴通过的圆心

, 其合力为 2叹N
,
co

s沪+ Qs in 切)
, 指向

~
, _

~
, _ 、

《尸)
‘ ,

二
, . _ , , , .

~
. 、 _

d
_ , , .

~
. 、 _ 二

_ ‘

_
图左方

,
( 3 )B D 上的合力为一 2(N

, e o s尹+ Q sin 甲)r一 2 井
_ 〔r (N

, e o s甲+ Q sin 中)〕
,
指向图

- - - - 一

”
” a 甲

、 ’ 一

”
不

右
,

(4 )A BC D 表面上的载荷试切)的水平合力
, 指向图右

, ‘

它是一 Zg rr
: sin 切d 甲

.

它的平衡条

件为

d
, . ,

.

~

z v 一r z一 才_ 又zv , r c o s甲+ 叼r s in 甲 )一 q r r *s ln 甲= O
. 岁

(2
.

2 1)

把(2
.

19) 中的N ,
代入

,
简化得



一般旋转壳在轴对称变形下的复变量方程

N 。一

泛
一

氛
一

蕊 )
一 r ,

诀
。

械
qr

一、
+

. ,

二
’

甲 月

g r

s in p

尸通r

r x s in
要一
一

甲
(2

.

2 2 )

(2
.

1 9)
,

(2
.

22 )是两个用O(
r
)来表示N 。, 和N ,

的表示式
.

在实际上
,

它们是力 的平衡方程
.

N , 和N 。不是独立的
, 它们满足一定的协调条件

.

如果把 (2
.

1 9 )(2
.

22 )中的N , ,

N ,
代入这种

协调条件
, 即得另一个用O

,

x 来表示的协调方程
,
如果用(2

.

1 6 )把Q换为中表 示
,
这就是另

一个中和 x 的方程式
,
亦称协调方程

.

三
、

旋转壳在轴对称变形
’ 一

卜
.

的协调方程

我们从 (2
.

7 )式
,

d

d 切

有

(
r e 。

)
d

= 习甲 (
。 e o s切+ v s in 切)‘

r , x sin 甲+ r , e , c o s切 (3
.

1 )

但是
,
从 (2

,

1 0 )
-

把(3
.

2 )代入 (3
.

1)
,

1
, 、 , 、 ; 、

1
=

一

确 训v e一 vJ V , ) ’ c , = 下h 气z v ’一W
v 口少

得

(3
.

2 )

d
, , 二 , 、 , 、 _ 。

,

一丁二 Lr LJv e一 v jv , )」= r l乙 n X s i n 甲十 r lc 0 5 甲气J v - 一 v j v e j
“甲

(3
.

3)

把(2
.

19 )和 (2
.

2 2 )中的N
, ,

N 。
代入(3

.

3 )
,
简化后得

森(r: 瓮)一、 今
, + 此‘·, 一““

ISin , 、 +
一

命队黯
口r Z e o s中

sin
Z甲

一〔、
, +

{
, 。rr :

co
s

、 , 〕
!豁帐扮力

+

rtct
g

司
一。

. 甲 月 一

(3
.

4 )

这是必和 x 的协调方程
.

(2
.

17 )和 (3
.

4 )为决定巾和 x 的两个基本方程
.

让我们引进无量纲的子午线的曲率半径占
:
(中)

, 和无量纲的壳的旋转半径二或甲)
,

r 、= 。雪:
, r 二豆占

其中。 .

互为常量

。= 典型的子午线曲率半径

月= 典型的旋转壳 的旋转半径

(A )对于圆球壳(图4 (
a
))而言

,

我们有

卜
a ,

卜
a 飞

省‘二 1 , 雪== 5 1。甲 J

(B)对于圆环壳(图4 (b ))而言
,
我们有

。二 a , 左二R

称

(3
.

5)

(3
.

6 )

(3
.

7 )

君‘= 1 , 省‘ 1 + a s in 切 , 必‘R } (3
.

8 )

(C )对于椭圆环壳(图4c )而 言
,
我们有
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_
_ ,

司

2 叹认十⋯丰火乍

. 球充的雪
: ,

省
, a ,

R 圈4 (b) 圆环宪的省
,

雪
: ,

R
, 。

r 一 尸十 户 , 。 丫 }

{一
- -

- - - - -
-

-

一一 一

卜一一 -

一一止二一
-

一

—
,

一

一/卜|||||卜|||卜尺日队
一

, 曰 , 一未气

、,子O公
.

丹J
护
t
、

、‘�

!
了‘..二急

_ bZ

a
二二二

a

即4( c) 份日环宪的占
,

君
: ,

及
,
。

左= R

: , = (卜、, e o s , , )
一 , , , , *二 , + 昙

s i n ,
fl二犷(省厂“争:

o ‘’, 1
’‘,

L 玉一尺 一e o s 一

甲 J

b1

护= ‘一奋
书

( 3
.

10 )

a)进4(
.

引.中

其

~ 忍
a == 左

厂(⋯ , 一

命!夔
一

森
( ⋯ )]

一砂

髻
co stw ( ⋯ )

( 3
.

1 1 )

和引进算子

( 3
.

12 )

( 2
.

17 )和 ( 3
.

4 )可以写成



一般旋转壳在轴对称变形下的复变量方程

二(x )一。sin , ; +

会
* : : :s、n , 。一。

厂(” + ·舀·‘· , , 一 E ”, ‘
’

“1 5‘· , x

一
“”2

一

蠢(

6? 1

(3
.

13 a )

必
s in 切 )

+ ‘”‘

+

卜
二 + ‘”

2

{ 哈Eco
s

两〕}扒
;

,

豁
,

)
+ “

令
,

州
(3

,

13b )

四
、

自为常数 (球壳
、

圆环壳) 时的复变量方程

当占;
为常数时

, 取

占: = 1

于是有

(4
.

1 )

= 1, 省= sin甲 (4
.

2 a ,

b )
一e左

=球壳
:

圆环壳
:
反 睿, 1 + a s in 沪 (4

.

3 a
,

b)

而

厂(

(s
.

13 a ,

b)可以化为

一卜命【
;

念
, ,〕
一 ,

一

lcos 、⋯ ,
(4

.

4)

,
, 、 ,

. ,

左 , 。 .

~
, 气x )一妈

“In 甲X十刀“
一 sl n甲甲 = U (4

.

sa )

。币
、 . “二

_ : _ _ _

二 。 。。 二 : _ .
_ _

_

_ 二 。 ,
d 了 好

艺
\

J 、w j一y 环 万i 赴甲岁一乙 rl 肠“ 石lu 叨X ~ 一 “ n
一产

谕 , 飞一奇瓜二 j
. 甲 、 。‘“岁 ,

+ 4 左艺

+

巨⋯
+ ‘,

“

I * os
、〕喘儡力

十“

含
,

刻 (4
.

sb)

它们可以用复变量进行简化
,
引进复变量S (p )

, 设

S (甲)二A必(沪)+ 刀万(甲)

其中A
,

B 为待定复数

厂(S )二月厂(少 )+ 刀厂(x )

从(4
.

sa ,

b)得

(4
.

6 )

(4
.

7 )

。
,
。

、 ,
. , J

~ n
、 .

。
,

, _
二

,

月 一 , .

。‘
1 气。 少= 一 v“ sl n 切弋戏甲一刀X )十乙儿耳“

.

sl n 甲人X 一 h “
一

sl n甲。甲
孟7

+ “

{卜
·+ “, 么

丁
,

1 「 d /

转co
s

叫叼 Ld 甲 戈
雪

sin Z甲 )
+ 、:

;
·‘g ,

]
、七Jr、、.产_ 二

。 .

d /

一““
·

sl n甲 J _ 【
协岁 \

姑
恶

s in 吕甲
(4

.

5 )

这里的A
,

B是任意的
, 如果我们取

一, , 一

去
”‘: B

一
。。,

,

; E h‘
2
、十 v厅。

一
‘2I’”

(4
.

9 )
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其中拼为一待定的比例常数
, 则(4

钱 伟 长

8 )可以化为

厂(S )+ 12“s in 卯S 二
“

{
一‘”’S‘二命(

、

蕊)
+

卜
二 +

呵
“睿一

卯d甲

〕{森(
占

sin
z 甲 )

+ “
2

誉
· , g ,

〕} (‘
·

‘的

从(4
.

9 )
,
得

(‘2子‘一 , 厅)D

一 左泛2 一

万4 ZE h

2拼 + v反 (4
.

1 1)一一
B
一
A

由此 , 给出

2。一‘

汀
一

嗒吮八
面

户
2(1命 )
升

,

(4
.

1 2)

对于一般的壳体而论
,

h
2

口2

所以

在 L o
ve

一
K in hhof f假设的范围内

《 1 2
1一 , 2

v 2

召兰心 3 (l一
v Z

)
西2

左h

(4
.

1 3 )

(4
.

1 4 )

最后 ,
得

S = A
潇

.

刀
, _ .

_
‘

1
_ ‘

「又
. _ .

D l

岁 十飞。 气“召, 一 , 。’X」吕月L望十
艺川 而云

一

X
·

」 (4
.

1 5 )

到此 ,
我们得到一个线性复变量方程(4

.

10 )
, 但是A 仍可任意选择

,
在历史上

, 、

各家有不 同

选择
.

F
.

T 6 1k《 19 35)
〔“’取A = 一 1 ,

并引进新的因子来化去厂(⋯ )中的一阶导数项
, 称

F 朴二一
。 、

静x)
一

代
‘“

A = 一 1 (4
.

16 )

(4
.

10 )导出决定F 诱
的复变量方程

d
Z

F .

d 甲2

一

阶
、粼儿粼

+

孙州
2

笔哑护
一

提{
一 。”

sinto
一

森
一

峨:
,

一

)
+

l凡二
+ 。

可
。:一、」〔粼

一

蠢力
+ ‘飞

韶
g ,

〕} (4
.

17 )

如果把 (3
.

5) 式代入
, 并把沪

‘ = o
,
尸犷

,
= O

。, 即得T 611’ e的圆环壳复变量方程
.

在 B
.

B
.

H 0 0 0 、万二o ,
(1 9 5 1)

〔6 ’
的环壳工作 中

,

他的结果相当于取

刀
_

, 2拌
2 2
一

舀 l
-

口
(4

.

18 )

同时引进新的因子来化简厂(⋯ )中的零阶导数项
, 设

F , , 二省S

代入(4
.

10 )式
,
消去S , 即 得

(4
.

19 )
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,

d ZF 朴协 d占 d F 朴 份

‘ 一 J 二 艺
- 一

一一 j 二 一〕
_ 二一

“甲 。甲 “岁

+

[普(霖)
’一

令一含一
, + 2“‘S‘叩〕

F”

誓
一

‘
{
一 ‘” S‘n ,

粼蕊)

+

巨
· + ‘

可:
,

你OS
两I粼

s

蕊)+a
’

如
g ,

叮
(4

.

2 0 )

如果把(3
.

5) 代入
, 并把脚二 O , 尸, r 汤 = Q

。, 即 H oB
。二软二。 B 的圆环壳复变量方程

.

(1+ a sin 甲)
d ZF 朴 .

一

d 沪2 一 a c o s甲 + (a + 2# i)
s in 甲F 二

一
2、‘co

s

心两
一 住

箕豁细司 (4
.

2 0 a )

H oB
。‘班 “oB 进一步用新变量犷(甲)简化(4

.

2 0a )
,

设

1 , 。二 . 。
_

,

O
。 _ 上

犷

~ f
· ~

一乙拼不
一

C L又切
a 一

-
(4

。

2 1)

则导 得
、

少犷 d厂
气工十口 s , n 甲)J毋“一

“c o s甲 d切 + (a + 2拌i)
s in 甲犷二2拼P oe o s甲 (4

.

2 2)

其中

。
_

1
_ _ _ , , _

.

_ 、

Q
。

f 。
~ 一

石 ““ g , 一气q , 一举 ) _

‘ . ‘

(4
.

2 3 )

当壳很薄时
, a / 2召《 1

,

于是

a + 2拼i幻 2拌i,

于是H 。。0 狱砚万。。方程可以简化为

a i一 2拜澎 一2拌 (4
.

2 4)

(1+ a sin 切)
d
“
厂

种
“ 一C Co S甲

d犷

介
+ 2召is in 甲犷 , 2拌P

o eo s甲 (4
.

2 5 a )

尸
。

; 二
。*+

了
’

2“
(4

.

2 5 b )

如果根据(4. 2 5a) 求得了解
,

Im 犷= 2 丝

我们很易证 明

(1 + a s in 甲)
2

S ln 中

Q一2 ;

9
。一 C , g ,

“

(4
.

2 6)
R * 一缪

(1 + as inw ),

于是 ,
我们可以用Im 犷

,
R e厂来表达诸内力素

.

五
、

椭圆环壳的复变量方程

椭圆环壳彬
1

不是常数
.

所以
,
在复变量化时

,
就不像君

:
为常数时那 样直接和 简单

,
但

我们很易证 明
,
在L O

Ye
一

K ir比 hof f的假设下
,

求得复变量方程还是可能的
,

引进复变量S (甲)
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S (中)二A 中(中)+ B x (甲)

其中A
,

B为复变常量
,
我们有

厂(S )= A厂(少)+ B 厂(x )

在 (3
.

13 b )上乘A ,
在(3

.

1 3 a
)上乘B ,

然后相加
,
得

(5
.

1)

(5
,

: )

。
, 。 、 .

_
. J

‘ ,
.

n 。
,

,
_ , 。 , J .

左 _ , 。 .

。 未

1 又0 )十护。 sl n 沪人甲一 , “ sj n 中力X 一乙 八“厅
一

引sl n 甲月X 十 。 a
一

蜘sl n 尹汀甲
上声

一A

{
一“, ’

·

〔森(

S , · ,

森(
s

蕊)
+

[
p⋯ + “,

丁
。: : : ·0 5 , d ,

」
省

占: sin 名中 )
+ 厅2

髻
·‘g *

〕}
上式的第二

,

第三 ,
第四

,

第五各项中
,
有两项的系数中含有省

, ,

我们不能像第四 节有关球壳和圆环壳那样简单地化为复变量方程
,

们可 以取

(5
.

3 )

有两项则不含有省
, ,

所 以
,

这里A
,

B 仍是任意的
,

我

且
。: 。一‘2 ; A , 一E ‘“

:
A 一‘Zo B

(5
.

4 )

其中拼为待定的比例常数 , 从(5
.

4 )
,

B _ 12拼 n 一

A一左口
: L, 一 一

我们有

E h厅 :左

玄2拌
(5

.

5 )

由此
, 给出拼

材 s(1代
v Z
) (5

.

6 )
护孙

=拼

于是(5
.

3) 式的第二 ~ 第五诸项可以写成

(
, 。, 。 一v 。。x 一 : 、, 。

ZA x : : +
五

, 、
!
B , :

1

)
s , n ,

= (
v厅+ 52拼君:

)A 巾
s in 甲+ (‘2拼省

: 一 v岔)B x si。尹 (5
.

7 )

在
一

F面 ,
我们将设

, n
_

_

二 ,

、 J
_

二 ,

小 !
。

_

,

1 1。
_

l乙拌‘x l // Iv “ 】, 只弋 }乙严‘1
~

云
~

1 /j v

l “ j

(5
.

8 )

或在用了(5
.

的式后
,
得

v 2

(1一
v Z

)
(5

.

9 )

以椭圆环壳为例
, 从 (3

.

的式
,
我们有

(5
.

1 0 )

省.
的最小值在甲“ O处 ,

(雪1

所以

1
一

(
一

z一‘
,

co
s Z

扣)
吕

且p

)二
, n 二 1 (5

.

11 )

钾::)
二 : 。 一

黔
3

杀
,

。 、

(5
.

1 2 )

显然 ,
在L o v “一

ki :
比h。“假设下

,
(5

.

12 )是满足的
, 所以 ,

我们可以从 (5
.

7) 的右侧诸项中
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于是 ,
(5

.

7 )式可以简化为

/
_ _

二 ,
二

_
.

二 0
_

。 : , , 。 刀 ‘ .

1 , , , n 二
。

、
.

_
.
_ 。 .

。

戈
v“A必一 v“B x 一E h左“ZA x君

, + 云左
“, B 中君:

)
s‘n , “‘2。省;“n , S (5

.

13 )

最后 (5
.

3)可以写成

厂 (“, + ‘
城

1 5‘·杯 一

戒
一”

“S‘· ,

森(
、

蕊
+

巨
+ “”

f 蛤gco
s

两扎鑫嵘
。 : ,

)
. 二 2

占:
. r

. 毛乙 已

右

c tg ,

〕} (5
.

1 4 )

其中厂(豹见 (3
.

12 )
,

而且我们按H oB
。二 , Jl

oB 的圆环壳复变量方程(4
.

2 0) 式一样
,

取切
。
= 0 ,

Q
。

= P , r , .

这是任意截面的环壳复变量方程
, 它是圆环壳复变量方程(4

.

1的的推广
,

当君
,
= l时

,

它

就化成(4
.

10) 式
’.

到此 , A还是任意的
, 取

‘

2拼

厅左2 (5
.

1 5 )

则(5
.

1劝式
一

可以写成

粼粼劲一协、“+ ‘

晒
! S‘nq7 “一‘知 {

一asi
n · d 梦

d 甲 s泣
￡叨

+

{黑
2
+ 。

{:
。; 1。。 S o d ,

〕〔蕊(
: :

真
n , ,

)
+ : 2

髻
· tg *

〕} (5
.

1 6 )

这里的S和 q分别为

s( *
卜 舞、 (,

卜 E

影X (甲) (5
.

1 7 a )

q ~ 常数 (5
.

1 7 b )

如果把 (3
.

9 )中的省
, ,

君
,
吞

,

左代入(5
.

16) 式
,

我们 即得椭圆截面的环壳复变量方程
.

对子任意截面的细环壳而言
, 我们有

口
r , _ , 、 _ .

_

‘ _

_
、 _ 忍 b t 二

, , _ ,
_

_
_ 、

_
、

少 = 左 仪从一股截 曲 ), “ = 万 = a R
一

长 l ‘椭圆 截圆 少 (5
.

1 8 )

于是 (5
.

1 6 )式中的

厅今 O, 雪” 1

把(5
.

1 9 )代入(5
.

1 6 )
,
得

(5
.

19 )

森(戮筹)
+ ‘2那‘1’‘n 甲S

一 ‘

斌
。

溉
+

(聂
+ 。

{:、
os
、)

这是任意截面的细环壳的复变量方程
.

复变量 S (甲)见(5
.

1 7a)
.

(4
.

1 4 )
.

森(
、二

; , ,

)} (5
·

2”,

舀:
,

2群声
,

左 分别 为 (3
.

5)和

当载面是椭圆时
,
(5

.

20 )式中的条见 (3
,

的
.

把它代入(5
.

2 0)
,
并注意到
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I:
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一
, d * 一

{:
(‘一“

2

一
’, ,

一3 ‘’

一
, d甲一

S ln 切

(l一k :
)(1一 k3 e o s名中)

’了2 (5
.

Z I A )

d l _ d (1一 k : e o s Z甲)
8 , 2

己切 氨s in
Z沪 一 d 中 si 护切

(1一 k
Z e o s Z甲)“

2

〔1一 kZ eo s Z甲一 3(l一吞
2
)〕 (5

.

Z IB )

于是 (5
.

20 )可以写成
。 、 。

d 么5
. _ , 。 . , ‘ , . 。 、 。

d s
‘ . _ .

。

气1一 伦
“ c o s“切 )

’ 才 _ :
十抽

‘
s ln 尹c o s卯 又1一 佗

“ c o s ‘甲 )
“

一

J万 十 .艺那S ln 甲0
“岁 u 甲

_ 2。‘

{
一

聂粼
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Zc o s’, )
’

〔‘一“
’c o s’一 3‘, 一“”〕

+ 。e o s * ,
“
’: :

(: 一 *
Z e o s : * )

3 / 2

下
1
一 邝 ,

(5
.

2 2 )

设引进新的复变量厂
关

。
, 、 . _

.

Q
。 _ 、 _

犷 “

呷 ) = 。呷 )一 乙脚 在左
C L

即

淤
(。+ Qoc

t

列
一 :

一

瑟
尤

(5
.

2 3 )

则(5
.

2 2)式化为

(1一 k
Z e o s Z甲)

3
d

Z
犷关

d q7
2

+ 3k Zs in 切e o s甲(1一护e o s忿中)
“ + 12群s in 切犷价

。

O
。 . _

k至

= 一 4“‘

端
c o s甲十2召‘g 一「

.

二。”尸 在万
” v ‘岁

’ “尸
. ,

l一壳2

这是椭圆截面的细环壳的复变量方程
.

如果椭圆的长短轴长很接近
, 即a ~ b , 亦即当

c o s甲(1一kZ e o s z p )
3 ‘2

(5
.

2 4 )

b念

总
“

= l 一 l
少

澎 U
0 一

(5
.

2 5 )

时
,
我们可以略去护

, 即秃2 , o时
,
(5

.

2 4 )化为

d
Z
厂朴

d 甲
2

+ , 20 5、。* :

一
40 2

灸
。。s*

“ L ‘
(5

.

2 6 )

其中2拌见 (4
.

14 )
, 。左“护 R /

a .

(5
.

2的是近似圆的椭圆截面的细环壳的复变量方程
.

它和圆

细环壳的复变量方程是一致的(197 9 )
〔”’.

当O
。
= O时

,

非齐次项应该从 (5
.

1 6 )式导出
,
得

d
么
犷赞

d 甲
2 + 苦2月5 in 甲犷. = 2召‘a z

b
4

R
2 q C O S甲 (3

.

2 7)

将(5
.

2 6)和 (5
.

2 7 )合在一 起
,
可以 写成

+ 12拼sin 切V 铃 = 2拼P
oe o s卯 (5

.

2 8)

其中
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尸
。 一

2。

禹
。 (Q

。
, 。)

(5
.

2 9 a )

n
.

口2
.

b
4

厂
。
= ,

一

天
: 一 q = ’。,

刀
, g (Q

。
二 0 ) (5

.

2 9 b )

(5
.

2 5) 式的解首先由作者在 (1 9 7 9 )
『”’
中给出的

,
这里将不再介绍

.

从 T 6lk e方程(4
.

1 7 )中求得F 朴

帅 )后
,

得

“eF一六
一

; 。 Im F-x 一努之轰
、

(5
.

3 0 )

从 (2
.

1 9 )
,

(2
.

2 2 )
,

(2
.

1 4 )
,

(2
.

1 6 )求得诸内力素为
:

/ h l _ _ _
.
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“ 一闷 凡 砚
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。
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Q

。
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一
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2
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一
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一
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.
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.
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从任意截面的环壳夏变量方程(5
.
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,
得

R es 一
:

罗
一
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层箫
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誉
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于是 ,
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,
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.
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,

(2
.
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.

1 6 )
,
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、
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.
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从任意椒面的细环壳的复变量方程(5
.

2。)式中求得S (甲)后
,
得
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Re s

一弓卜
,

Im S 一

犷 (5
.

3 4)

于是 ,
诸内力素可以简化为

N
,

=
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刃
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