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摘 要

本文用动态松弛法研究了在加载和卸载过程中复合材料叠层圆柱曲板的后屈曲路径
.

发现了

加载路径与卸载路径不重合的现象
,

给出了在均匀单轴压力作用下的十字叠层圆柱曲板在两种边

界条件下的数值结果
.

并讨论了层数
、

曲率半径
、

初始几何缺陷等因素对后屈曲路径的影响
.

一
、

前 性兰,

口

叠层板的后屈曲问题在工程中占有重要地位
, 因此 ,

很多文献对此作了研究
.

第一个为

研究各向异性板后屈曲作出努力的可能是Ch a 已
‘’,

此后 , P r a b h a k ar a 和 Chi a
在他们的系

列文章
‘么“‘’中研究了这个问题

。

在文献〔5〕中
,

C hi a 又系统地介绍了在轴压下叠层板的后屈

曲特性
, 他还在文献 〔6〕中用伽辽金法求出大挠度方程的通用近似解

, 给出了两邻边固支
、

其它简支的正交异性矩形板在单轴和双轴压载下的后屈曲的数值结果
.

St
e in r ,

一
, 对正交异

性板的后屈问题亦作了系统研究
.

Z h a n g 和 Mat th e w s “ 。’
分析了简支各向异性板在纯剪切及

剪切与压缩共同作用下的后屈曲
.

H“ “ ’研 究 过拉弯 藕合对轴压矩形叠层板的缺陷敏感度

的影 响
,

R aj
u 和 R ao “之’

研究过圆柱正交异性圆板的后屈曲
.

D u m ir 和 K h at r i〔‘3 ’研究过正

交异性变厚度圆形环板的轴对称后屈曲
,

F e n g 〔“ ’用能量法研究过各向异性叠层矩形板的后

屈曲
。

关 于叠层圆柱曲板的后屈曲问题
, Z h a n g 和 Mat th

e w s
作过 系列研究

.

在文献 〔1 5
,

1 6〕

中
,
他们研究过圆柱曲板的分支性状

;
在文献〔1 7 )中

,
他们讨论了简支不对称叠层圆柱曲板

在面内压缩和剪切载荷作用下的非分支挠曲性状
.

笔者在文献 [ 1 8 〕中研究了在加载过程中初

始几何缺陷对叠层圆柱曲板大挠度屈曲的影响
.

然而
,

所有上述文献都未指出后屈曲路径的卸载过程
.

本文用动态松弛法研究了理想 的

和有初始几何缺陷的圆柱曲板在加载和 卸载全过程中载荷与挠度的对应关 系
,

发现了加载路

径与卸载路径不重合的现象
,

从而进一步揭示了载荷一
挠度曲线的物理意义

. ’

.
周履推荐

.

国家自然科学基金资助
.

本文主要内容在第七届国际复合材料会议 (t 0 8 9 年 1 1月
,

中国

广州 ) 上宣读
.

作者得到周履教授的指导
,

在此谨致深切谢意
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二
、

基 本 公 式

沿曲率半径为 R 的圆柱曲板的母线和圆弧取坐标 劣 和 y ; 二 坐 标则取在曲板的法线方向

上
.

设板存在初始几何缺陷
, 则挠度将 由载荷产生的挠度 切 和初始浇度 二 。

两部分组成
.

因

此 ,
中面应变为

e 二

== u , :

+ (川
, ,

)
2

/ 2 + 。 , , 。。, :
, : , = 。 , , + (。

, ,
)
“

/ 2 + 。
, , 二。, , 一叨/ R (2

.

la 、

b )
e : r = u , , + v , ,

+ w
, .

。
, ; + 切。, ,

。
, , + 。

,
、川 。, ,

(2
.

le
)

板元的运动方程为

p : 。, . :
+ 召, “ , .

= N
, , ,

+ N
, , , , ; p Z v ,

二 + 拼: 。 , ‘
= N

, , , :

+ N
, , ,

(2
.

Za 、

b )

p 3却
, 。. + 召s。

, .
二M

二 , 二 :

+ ZM
: , , , r + M

, , , r + E + F + G (2
.

2 e
)

其中 p ,

和拼
,

(
, = 1

,

2
,

a) 为虚拟密度和阻尼系数
; 下标 t表示时间, E

,
F 和G 分别为

E = N .( w
, , .

+ 。
。, 。

s) (2
.

3 a
)

F = ZN
, 一
(切

, : r + w 。, 二 ,
) (2

.

3 b )

G = N ,
(1 / R + 。

, , ,
+ 切 。, , ,

)
.

(2
.

3 C
)

对式(2
.

2 )中的三个式子进行 中心差分
, 并假定

拼 :
·

八灯p : = 料
。

·

八t/ 几” 月
3

·

△t/ p 。“拼 (2
.

劝

可 得各点的速度的迭代式
, 例如

‘ 。‘, , ) , ”
= 仁(1 一 0

.

5 1‘)伪
: ‘, , ) , 。 一 , + C (‘, , ) , , 一 : , 2

·

A才/ p 3

〕/ (z + 0
.

5“) (2
.

s e
)

其中 C 。‘ , , ) , : 一 , / 2

表示式(2
.

2 c
)右边的有限差分式

.

类似地可写出 。和 公的迭代式 〔(2
.

5 a 、

b )
,
省略〕

.

从w
, .

= 伪 , 可写出位移。的迭代式

切 、‘ , , ) , 。 + : z : = 。 (, , , ) ,

卜
, z : + 6 (‘, , ) , ,

·

△t (2
.

6 e
)

类似地可写出
。 和 v 的迭代式 [ (2

.

G a 、b)
,
省略〕

.

在 以上的迭代公式中使用了双下标记号
.

例 如 , 白 (‘ , 了) , 。

表示在节点(f
,

了)处
、

(小 At )时

刻在
: 方向的速度

.

关于虚拟密度的计算方法
,

可参 阅文献仁18 〕
.

根据式(2
.

协 ~ c)
,
可写出苍

, , 百;

和 百
: ,

的

表达式
, 例如

百
· ;一 , ) = 1/ 八‘+ 2 一 ’

}田 (‘十 , , ,

一 功。‘一 工,

川 / (八另 )
“
+ }二

。 , ,

}/ (么戈 ) (2
.

7 。)

又 ,
根据非线性经典叠层理论的本构关 系

,

有

夕
二 : : , , 。二A J 工万

: 。。 ,
, 。+ A l: 百r (‘, , , + A x。诊

‘ , 。‘ , , )

一

+ 4 }B
, ; }/ (△x )

2
+ 4 {B

, 2

}/ (△夕)
2
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, 。

{/ (A 二△夕) (2
.

sa
)

类似地可以写出刀
, ,

刀
: , , 刀

二 ,

刃
,

和卫
二 ,

的表达式 仁(2
.

8b 、 f)
,

省略」
.

取 △t二 1 , 则可以

写出节点(‘
,

j) 处的虚似密度的计算式
, 例 如

p 3 : ‘ , , ) ,

卜 : / :
二 k义〔万

二 。‘十 , , , , + 2刃
: 。, , , ) + 刀

二。‘一 , , , j/ (么、)
‘

+ 〔万
二 ; (‘十 : , , + : ,

+ 卫
二 , (‘一 :

小
, ;

+ 刃
, , (‘一 ,

小
,。

+ 万
: , “ * : , , 一 , 。」/ (Z A戈△v)+ 〔刃

, ‘, , , , L 。
+ 2刃

, : ‘ , , 。

+ 万
, 。‘

小
, ) 〕/ (A v)

2
+ 刀(‘ , , ) + 户(‘ , , , + J (‘ , , ) }卜 : , 2

(2
.

g e )

式中 庵为常系数
, 可在 0

.

25 、。
.

5 之间选取
; 忿

,

户和口则根据式(2. 3a 、c) 写出
:

刀。‘
, , ) ~ 4 }N

:
。‘

,
, )}/ (△二)

‘+ 刀
, (: ,

川 。
, . ,

+ 。 。 , , ,

} (2
.

i o a
)
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户(. , J。= 2 IN
, , 。. , , ) l/ (△x

·

△夕)+ 2刀
。 , 。‘

,

川。
, , , + 。

。 , , ,
1 (2

口(‘ , , ) = ‘IN
r (‘

,

川 / (△, )
,
+ 刃 , 。。,

川 i / R + 田
, , , + 。

。 , , ,
! (2

类似地可以 写出p ,

和户
:

的计算式〔(2
.

9 a ~ b )
, 省略〕

.

e 1 3

.

1 0b)
.

1 0 e )

关 于阻尼系数的计算
, 仍按笔者在文献〔1 8」

、

fl幻中提出的方法进行
.

即 ,
若以 P。

: 二

和

P二 , 。

分别表示p ,

(
r = 1

,

2
,

3 )中的最大值和最小值
,

则阻尼 召可 由下式自动计算

子‘= c
刚 p m 。二

·

p , , 。

/ (户m
。、

+ 户m , 。

) (2
.

1 1 )

其中的常系数
c 可在 0

.

02 5、 0
.

25 之间选取
.

根据本构关系将内力表示为位移的系数后
,

便可以进行迭代求解
.

三
、

数 值 结 果

在算例中
, 我们研究了如图 1 所示的承受均匀轴压的十字叠层圆柱 曲 板

.

其中
,

o/ b二

1 , b / h二1 0 0 ,

并记K = b
Z

/ (R h)
.

计算中用 到的两种复合材料的材料性能如下
:

材料 E 。
(G N / m

“

) E
Z

式G N / m
Z

)

硼 /环氧
.

2 0 6
.

9 2 0
.

7

碳 /环氧 2 0 6
.

9 5
,

2

边界条件考虑了两种情况
:

( 1 ) 四边为可动简支
, 记为B l :

y = o
,

b
: 切二M

,
= N

: ,
= N

,
= 0

% 二 0
, a : 切二M

二

二N
, ,
“ 0 ,

N
二

“ 一N

口
: :
(G N / ra

:
)

0
.

3

0
.

2 5

5
.

2

2
.

6

( 2 ) 承载边为可动固支
夕

另两边为可动 简支
夕 记

为B Z :

y “ G
,

b
:

戈
二二 O

, a :

却二M
,
二N

二 ,

~ N
,
二 O

阴“切
, :

二N
: , 一。

,

N
,

二 一N

板的初始几何缺陷通过选取如下的初始挠曲二
。

来考虑
:

对于B ‘
: 二。

一 jo si n

管
s , 。

臀
, 对二B Z : w 。

一 j0 幼
。’一

丫
si n

臀
在数值结果中采用了下列符号

:

侈
。
二 f

。

/h 为板中心无量纲初始挠度
, 占= 切

。

/ h为载荷产

生的板中心无量纲挠度
; 。二a. 。平均 / 护为 承载边的无量纲平均轴向位移

; 万 “N b
Z

/( E Z: h
3

)

为无量纲压力
.

图 2 和图 3 分别给出了在 B l和B Z两种边界条件下
, d

。

一。及 6
。
二 0

.

20 的 (90 / 0) 硼 /环氧

平板的中心挠度随均匀单轴压力增加及减少而变化的关 系曲线
.

图 理和图 5 分别给出了在B 工和及}两种边界条件下
, 无初始几何缺陷(d

。
= 0) 且尤二 25 的

(9 0/ o )硼 / 环 氧圆柱曲板
, 其中心挠度随均匀单轴压力的增加及减少而变化的加载路径及卸

载路径的曲线
.

图 6 和图 7 分别给出了在 B l和 B Z两种边界条件下
, 占

。
二 0

.

20 且 K “25 的(90 / 0) 硼 /环氧

圆柱曲板
, 其 中心挠度随均匀单轴压力的增加及减少而变化的加载路径及卸载路径的曲线

.

图 8 给出了K 二 35 且无初始几何缺陷(d
。
二 0) 的 (9。/0 )碳 /环氧圆柱曲板

,
其中心挠度随

均匀单轴压力的增加及减少而变化的加载路径及卸载路径的曲线
.

图 9 和图10 分别给出了曲率和层数对载荷一挠度曲线的影响
.
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在均匀的单轴压力作用下
,
其承载边的轴向位移分布是不均匀的

.

图n 给出了曲率对载

荷一平均轴向位移曲线的影响
.

门
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一
一
‘
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⋯⋯
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今
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币币丛厂厂
广广一一一一泊泊

III 旧 111

兔兔. 000

KKK 。邹邹

舀十人

舒们功

硼硼硼硼硼 /环氧(。。/ 0))))

了了曰曰
硼/环粼(, o/ o)

舀+ 氏 日十 多
。

四
、

讨 论 和 结 论

通过计算及数值结果分析
,
可得出如下结论

:

( 1 ) 由图 2 、图10 可见 ,
由于拉弯 藕合的影响

,

不对称十 字叠层平板和圆柱曲板从加

轴压开始即伴随有挠曲
.

( 2 ) 曲率对载荷一
挠度曲线的影响甚为显著

.

对于 (9 0 / o ) 叠层圆柱曲板
,
曲率很小时

(K 二 O
,

10 )不发生挠度跳跃 ; 而曲率较大时(K = 25
, 3 5)

, 则发生挠度跳跃
.

( 3 ) 只要发生挠度跳跃现象
, 其加载路径与卸载路径则不重合

.

在加载过程中
, 当载

荷从零逐渐增加到上 临界值时
,
挠度骤增

,
发生跳跃

; 此后
,
如果卸载

,
挠度则沿着另一路

径下降
, 当载荷下降至下临界值 时

, 挠度便骤减
,

又产生另一次跳跃
.

加载路径与卸载路径

不重合的现象意味着在一个循环过程中有能量损失
,
这是因为挠度跳跃时有动能伴随产生

,

并转变为热能
。

(4 ) 凡是不发生挠度跳跃现象的情况
,
其加载路径与卸载路径是一致的

,

这是因为此

时不会出现由动能转变为热能的过程
,

( 5 ) 图10 表明
,

当叠层圆柱曲板(9 0 / o )
.

的总厚度不变时
, , 越大

,

则板的承载能力越大
.

( 6 ) 由图 4 与图 6 以及图 5 与图 7 的比较可见
, 初始几何缺陷使上临界载荷值显著下

降
, 且固支情况所受的影响比简支的更为严重

,
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( 7 ) 本文的研究表明
,
在逐步加载或逐步卸载的条件下

,
S形 的载荷一挠度 曲线“7 ’中

的上
、 .

下临界点间的曲线部分并不出现
.

以图 4 为例
, 如果在均匀轴压从零逐步增加至上临

界值 (A点 ) 时即卸载 ,
其载荷一挠度曲线是沿着屈曲前的曲线 (A 点‘零点) 下降的 ; 而如

果在后屈曲阶段的C 点逐步卸载至下临界值 (B 点) 时即再加载
,
挠度则重新沿着该卸载曲

线 (B点 , C点 ) 增加
.

这一论断可用实验进一步证实
.
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