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摘 要

本文包括无限小形式的变换群用于减少偏微分方程中的自变量
,

获得相似变量 的 理论
,

以及

它在力学中具有两个自变量
、

两个因变量的非线性偏微分方程组中的应用
.

一
、

引 言

1 9 5 0年 Bi r k h。“‘” 提出了用代数方法来减少偏微分方程中自变量数 自的 方 法
, 1 9 5 1年

M ie h a l〔
“’给出了在赋范线性空间 (n o r m e d lin e a r sp a e e s ) 在连续变 换 群下的一般不 变理

论 , 1 9 5艺年Mor g a n ‘“’对Bri rk hof f的工作进行了推广
, 并对任意偏微分方程组利 用 单参数变

换群时
,
建立了获得自变量和因变量的绝对不变量的一些定理 以后

, 对于力学 (特别是流体

力学) 中的某些偏微分方程在寻求相旗性解时得到了应用
【‘“ ‘“’.

60 年代以后
, 首先由 Li

e
应

用于偏微分方程中的无限小变换群在力学中也得到了应用
‘’今, ’““ 3 3 ’.

我们在〔3 3〕中
, 曾给出了两个自变量和一个因变量的偏微分方程应用无限小变换群时的

例子 ,
本文将讨论两个自变量和两个因变量的非线性偏微 分 方 程 组在无限小变换群下的应

用
。

二
、

无 限 小 变 换 群

对于自变量为劣
, , ,

因变量为u , v 的非线性偏微分方程组
,

一

则无限小变换群为

(2
.

1 )

式中 参数

“ ’

一‘ + “(‘
,

y
, “ , ”

)+ O (
“2

) 、
, ‘

= g + ey (劣
,

v
, 。 , v

) + O (
。艺

) {
、

“‘~ u + e U (二
,

g
, 。 , v

)+ O (
。2

) ;
。,

= v + 。犷(x
,

夕
, 。 , 。

)+ O (
。2

) ,

为一小值 ; X , Y , U , 犷为待定函数
.

蔡树棠推荐
.
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三
、

变换前后偏导数之间的关系式

现来导出在群 (2
.

1) 变换下一 阶
、

二阶偏导数变换前后的关系式
。

如

u孟, = u孟x
二 1

+ u石v
: ,

(3
.

1 )

!衍
u共= u 二

+ 。[ U
:

+ U
o u :

+ U
, v :

〕+ O (
。2

)

。奋二 。 ,
+ 。〔U , + U

。。 , + U
”v , 」+ O (

。2

)
x

二 i = 1一 。[万
二

+ X
o u 二

+ X
, 。 二

〕+ O (
。么
)

,
: , - 一。

(Y
二

+ Y
。 u ‘

+ Y
o v :

」+ O (
。么

)

将式 (3
.

2 )
,

(3
.

3 ) 式入式(3
.

1 )
,

得
。二

;
= u 二

+ 。〔U
二

〕+ O(
。2

)

式中

(3
.

2 )

(3
.

3 )

(3
.

4 )

〔U
:

〕= U
:

+ (U
。
一X

:

)
。 :

一 Y
二 u , + U

。。 二

一X
。。二

一X
, u : v :

一 Y
“ u : u , 一乙

u , v 二

(3
.

5 )

同理 , 得
u 二i == u , + 。〔U

,

〕+ O (
。2

) (3
.

6 )
。孟i = 。 二

+ , 〔V
二

〕+ O (
。么

) (5
.

7 )
。备i = v , + e〔厂 , 〕+ O (

。2

) (3
.

8 )

式中 LU 门
,

〔犷
:

〕
,

〔V 门均可从 〔U 月 中作相应的置换而得
,
如分别用 y

,

X
, y , x 置换

[ U
:

〕中的X
, Y

, 二 , 夕即得〔U
,

〕; 用厂 , v , 。置换〔U
二

〕中的U ,
.

u , 。 即得〔犷
,

] 等
.

对于二阶偏导数
,
如

u孟1
二‘= “孟i

:
二

: 1 + “孟1 , v
, i

(5
.

9 )
“盖1 , 1 , u

奋
, :

X
. ‘+ “丢‘, v ‘ 1

.

(3
.

1 0 )

将式 (3
.

3 )
,

和 (3
.

4 ) 与 (3
.

3、 和 (3
.

6 ) 分别代入式 (3
.

9 ) 与 (3
.

1 0 )
,
得

u盖1二‘== u : 二

+ e〔U
: 二

〕+ 0 (
。么

) (3
.

1 1)
“盖i , i = “二 , + “〔U

一 ,〕+ O (
e么
) (3

.

1 2 )

式中

〔U
: ,

」= U
: 二

+ (ZU
。 二

一 X
: ,

)
“,

一 y
, 二。,

+ ZU
, 二。,

+ (U
。 二

一 ZX
。 :

)
“二+ U

。”v二一 2玖
二。‘ u ,

+ 2(U
。 ,

一X
, 二

)
u : v ,

一 ZY
。 , u , v :

一X
。。u舀一Y

。。u
孟

u ,

一 ZX
。。 u孟v

二

一 ZY
。。u , u , v 二

一X
。。u . v二一Y

。。“, v二

+ (U
。
一 ZX

:

)
u 二 :

一 ZY
: u : , + U

o v , :

一 3X
. u : u : :

一 ZY
。 “, “: ,

一Y
。“, “, ,

一Z X
。 u : “, 二

一X
, u · t,

一Y
, u , v

一
Zy

。。 · u · ,

(3
.

1 3 )

LU
, , 〕= U

: , + (U
。 ,
一X

: ,

)
u ,

+ (U
。 ,

, Y
, ,
)

u ,
+ U

。 , v 二

+ U
, 二v ,

一X
. , “二+ (U

。 。
一Y

。 , 一X 二 )
u : u , 一Y

. , u 番一X
, , 。二v 二

+ (U
。”
一 X

二 ,

)
u 二 u ,

+ (U
.

一Y
一 ,

)今口
,

一Y
, 二。, “ ,

+ U
。 。v : 。, 一X

。。 u孟u , 一X
。 , “二v , 一Y

。。 . , .
番
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一y
。 。口

. u
吞一X

。 , u : u , v ‘

一 y
。。u : 。一u , 一X

。 , u 二 u , 口 r

一 Y
, 。u , v 一。, 一X

, u : :

+ (U
。
一X

二

一y ,
)

u , , 一Y
二 : , ,

+ U
, v :

一X
。u r u : ‘

一 X
。v , ‘二 ,

一 ZX
o u , u : ,

一X
, 刀二 。: , 一X

。u : v : , 一 Z y
. u 一“二 , 一 y

t, 口r u 二 r

一 Y
“u : u , , 一 Y

。砂 ,
“, , 一Y

, u r y , ,

同理得
“孟‘, ‘== u , , + e〔U , , 」+ o (

。2

)
v盖’

. ‘一 v : :

+ 。〔V
二 :

〕+ O (
。2

)
v 奋‘

, ‘= v , ,
+ 。[ 犷

, ,
] + O (

。2

)
v 圣i , 1“ v , ,

+ e [ 厂
: ,

〕+ O (
。2

)

式中 〔U , ,

〕
,

L犷“〕
,

〔厂, , 〕和〔V 。〕分别 由〔U
: :

]和〔U
: , 〕作相应 的 置换而得

.

一阶偏导数中的置换方法相同
.

若因变量只有一个时
,

只要在上面给出的关系式中令
v 为零即可

.

(3
.

1 4)

(3
.

1 5 )

(3
.

1 6)

(3
.

1 7 )

(3
。

1 8 )

置换方法与

四
、

相似变量和相似性解中新的因变量

设在 扭
, 夕, u) 空间存在一曲面5

.

若物理问题的原方程在变换群 (2
.

1) 下保持不变
,

如图 1 所示
.

即
u
(劣+ 。X + O (

。2
)

, v + ey + O (
。,
))

= “+ e U + O (
e Z
)

将上式左边展开
,

并使两边O(
。
)的各项相等

,

得

x 一

奥 + Y粤 = u
O劣 o y

(4
.

1)

这就是
“

不变曲面的条件
’ ,

它是一阶拟线性

偏微分方程
.

它的解可由其特征方程

d 劣

x (城认的一

d夕 d u

y(x
,

夕
, 、

) U (劣
,

g
, u
)

(4
.

2 )

求得
〔’心, , 若为两个因变量

, 则特征方程为

d 劣 _ d 夕

万(二
,

y
, u , 。

) 一 Y伙
y ,

云
, 。

)

d “ d u

一 口(牙
,

百再
, 。

) 一 犷(牙沙
, 。 , 。

)

将其改写为下列三个方程

d 二 _ X (x , y
, u , 。

)

而 一了(二
,

玩
。 , 。)

山 _ U (劣
,

y
, u ,

v)
d 二 一 叉卜

, y , u , 。
)

dv _ F (x
,

y
,
。

, 。
)

d 二 一 X (劣
, 梦, u , v

)

(4
.

3 )

/ (4
.

4 )

(4
.

5)

(4
.

6 )
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积分之
, 则包含着三个积分常数

, 它们分别为自变量和因 变 量 的 绝 对 不 变 量 雪
, F (约和

G (口
, 雪称为相似变量

, F (约和G (动起因变量的作用
, 即为相似性解中新的因变量

.

五
、

应 用

1
.

平板在非牛饭流体 中的突然运动

剪应力 T , .

为速度梯度a“/ ag 的任意函数时
,
其控制方程组 为(‘

, 记为劝

O“ 日T

P ‘; 一

=
“
一厂 Ot 口夕

, (r
,

窝
一

)
一 ”

t‘二 t + 。T (r
,

夕, 。, :
)+ O (

e :

)

夕, 二y + : Y (一
,

夕 , u , :
)+ O (

e Z
)

。,
= 。+ 。U (t

,

梦
, 。 , r

)+ O (
。2
)

: , 二 : + 。犷(t
,

夕
,
。

,
: )+ 0 (

。2
)

(5
.

1 )

(5
.

2 )

引入变换群

(5
.

3 )

、

.1、/

.

sell

将式(3
.

5 )
,

(3
.

8 )和 (5
.

3 )
,

(3
.

6 )的形式代入方程(5
.

1)和(5
.

2 )
,
得

p u }1 一二牛1‘ (户
u :
一 : ,

)+
。〔(p U一犷,

)+ (U
。
一 T一厂

,

+ Y ,
)户u ‘

一 (p y
.
+ 厂

、

)
“, + (p U

,

+ T ,
)

; :
一 (T

。

一p y
,

)p “}

一 (PY
,

一T
。

)
。, : ‘〕+ O (

。2

)

f(
: ’, u 丢,

)二 f {r + e犷
, 。, + : 〔U , + (U

。
一犷,

)。
, 一T 一u ‘

+ U
, 二 , 一Y

.

‘一y
, “, : , 一 T

。“: “, 一 T
, 。. : , 〕+ O (

。2
)}

为了使在变换群(5
.

3 )下方程组保形不 变
, 则必须使

(5
.

4 )

(5
.

5 )

p U
。
一犷r = 0 一 U

。
一 T一犷

,

+ Y , “0 , p y
.

+ 犷
。

“ o

p U
,

+ T , “0, p y
,

一 T
。
” 0, F = 0, U , ‘0

U
。
一 Y , 二 0, T , = 仍 U

,

= 0’ Y
。
二 0

y
,

二 0 , T
。

二 0 , T
,

= 0

又5
.

6 )

所以

T = Za t + b
,

犷= a夕+ c 一 U == a “+ d , 厂二 0

其中 a , b , c , d 为任意常数
.

代入特征方程(4
.

3 )
,
得

(5
.

7 )

d t _ d 夕

Za t千石一 石奋干
。

d u d 丁

而干J = 一。

解之
,
得相似变量

,
新的因变量为

: 一
、

. 纂汤
、

(5
.

8 )

F (雪)二
a u + d

(Za t + b )
‘了么

G (雪)=
:
(亡)

将式(5
.

5 )
,

(5
.

9 )
,

(5
.

1 0)代入方程(5
.

1)
,
(5

.

2 )得

p (f一护
‘
)一“ 。 o

j(口
,

F
.

)== 0

(5
.

9 )

(5
.

1 0)

(5
.

1 1 )

(5
.

1 2)
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若速度的边界条件为
夕== o , “= U

otl ‘2 ; v咔 oo
: “= o

不失一 般性
,
令

a “ 2 / U 急
, b二 ‘二 d = 0 , 则

(5
.

13 )

或=
U

。 t‘, 么 (5
.

李4 )

F (约=
U

。 tl , 2 (5
.

1 5 )

口(约 = r
(约

此时方程组仍为(5
.

1 1 )
,

(5
.

1 2 )
, 而边界条件为

F (0) 一 t ,
F (。 )二 o

(5
.

1 6)

(5
.

1 7 )

2
.

半无限杆件的冲击问题

对于非线性M a x w e ll体的半无限杆件的冲击问题
,
在杆中的一维运动方程为

口a 口口
a劣 = p o t (5

.

1 8 )

非线性M a x w e ll体的本构方程为

言艾
一

二
一

!(
一

黝〕
“ +

(冲
”

(5
.

19 )

x 为杆轴线方向的坐标
, t为时间

, a 为沾杆轴线方向的法向应力
, 。
为轴线方向的速度分量

,

p 为杆件材料的质量密度
, q , n , 几

,

“为材料常数
.

引入变换群

劣‘= 万 + 。X (劣
, t . 口

, v
)+ O (。

2

)

t‘= t + e T (劣
,

t
,

。
, 。

)+ 0 (
: 2
)

a ,
= 。+ 。U (戈

, t
,
a

, :
)+ O (

。a
)

。 , = 。+ 。犷(戈
,

t
,
a

, 。
) + O (

e Z

)

(5
.

2 0)

、..口r、/.‘,.产

那么支配方程

a 盖i = a .

+ e〔U
二

〕+ O (
。2

)
,

.

。七i “a : + e〔U
.

〕+ O (
。z

)
。鑫: = 。二

+ e 〔犷
:

〕+ O (
。2

)
, 卜矛: 二 。。+ : 〔厂

‘

〕+ 0 (
: 2

)

(5
.

1 8 ) 和 (5
.

19 )

a 盖t 一 p v {: == (a
二
一 p v 。

)+
e〔(U

:

一p v .

)+ p (U
。
一X

:

一 V
。
+ T

.

)
v ‘

一 (T
:

+ 户犷
,

)a
。
+ (U

。
-

.

p 尤
‘

)
v ,

一 p (p X
,

一 T
。

)
v 考

一 (T
。
一 o X

口

)a : v 二

〕+ O (
。2

) (5
.

2 1 )
· ; 1一 。

(二)
叮 a ! (。

一、; 1一

(叹
‘

)
”
一

卜
一。

(六)
“。“

一 ’, a
一(艾)

“

」
十

峨
厂

·

+ (叽一从)
拭 )

”
一与(

一

份
一

)
’

一 二U.a
。

一杀Ua 一〕
+

l价
一瓜(

一

肋
‘

龙砂
一 ’

]a.
+

l贵
‘心一瓜)a0

一
,q川+

一 2
一

尽
一

‘ ,a
。一 ‘

(
一

劲一 赶号
一

U+
U

。
一 ?

·

)。
一

」
丙
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X
q川一

l
,

·

十犷

叹
十

尽
一

叽砂
二‘

〕
叭一

[
丁一 一〕

a
:

二

+ 又 ,
一 ,

rT
。
一 又 x

”a 。 一 ,

、
。 :飞+ 0 (护、

拼
,

、
一

拼
,

/
’

J

为了使在变换群 (5
.

2 0) 下 , 方程组保形不变
,

则必须使

U
,

一 p 厂
.
= 仍 U

。
一X

,

一厂
。
+ T

,
= 0, T

:

+ P厂
。
= 0

U
,
+ p X

.
二 o , T

。
一 p万

。
二 。

(5
.

2 2)

犷汁 (犷一万
·

’
以 )

”

一‘
。

(
一

汀
’
一

谁 U
‘

砂
一 飞

称

几
,

厂
。
一X

_

了口

”

\ 凡 )
”
+

二
X

: J “一 ’一。

F一瓜一叮叹岌)
”
一

(q 百
‘

U+ 认一

叻
一 。

月、、口/b
.

凡丁
·

+ 丁
·

( +

尽
U

O
a q 一 ‘一“, T一 二X

,
J q 一 1二 0

、
}

。。

一 ⋯
(5

一

⋯
气

尸

所以

其中

解之
,

X 二 a x ,
T =

2 (q 一
。
)

q 一 2作+ 1

(5
.

2 4 )

U 二 a J ,
不
厂
=

a
为任意常数

.

d x

a X

将式 (5
.

2 4 ) 代入特征方程(4
.

3)
,
得

d t d 口

2 (g 一
n
)

q 一 Zn + 1

2

q 一 Zn + 1
a a

d u

q + 1

q 一 Zn 十 1

(5
.

2 5)

(5
.

2 7 )

(5
.

2 8 )

乙
�

”aF

得相似变量
, 新的因变量为

q 一 2”十 l

t Z (口一
n
)

( 5
.

2 6 )

1

F (乙) = t ”一 q a

zq一十q月
了. 、勺‘

G (灼二 t

将 ( 5
.

2 6 )
,

( 5
.

2 7 )
,
( 5

.

2 8 )式代入方程 ( 5
.

1 8 )和 ( 5
.

1 9 )
,
得

F
‘
一 。(。二

,
) 〔(。+ 1 )“一 (。一 2 , + 1 ) : 。勺 ( 5

.

2 9 )

d趁目月⋯券人趁-J�
,、

1

q 一 作

尸
。

, , _ . ‘ 、 。
。

。 _ 1 。
, , .

1
L尸 ’

一 欠q 一洲一 1 儿I’t , 一

厂
‘

」十
, 。

几
-

( 5
.

3 0 )
q衅

一一G’
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